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TURKMENISTANYN
DOWLET SENASY

Janym gurban sana, erkana yurdum,
Mert pederlen ruhy bardyr kontilde.
Bitarap, garassyz topragyn nurdur,

Baydagyn belentdir diinyéi 6niinde.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baglaryi téji sen, diller senasy,

Diinyé dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!

Gardasdyr tireler, amandyr iller,
Owal-ahyr birdir bizint ganymyz.
Harasatlar almaz, syndyrmaz siller,
Nesiller dos gerip gorar sanymy?z.

Gaytalama:

Halkyn guran Baky beyik binasy,
Berkarar dowletim, jigerim-janym.
Baglaryi téji sen, diller senasy,

Diinyé dursun, sen dur, Tiirkmenistanym!



Birinji derejeli defllemeler, birinji derejeli iki we ii¢
nébellili defilemeler ulgamy

§1. Birinji derejeli defilemeler

a+#0 bolanda ax + b=0 gorniisli defilemé bir ndbellili birinji de-

------

Birinji derejeli denileme ¢yzykly denilemedir, yone ¢yzykly dei-
leme birinji derejeli deiileme bolman hem biler. Mysal ti¢in, 2x+3=7,

0,3x=0, %+ 3= %(x — 2) denlemeler bir nébellili ¢yzykly denle-

melerdir. Bu denilemelerin ilkinji ikisi birinji derejeli denlemelerdir,
ticlinji detileme bolsa birinji derejeli defileme déldir.
Bir nébellili birinji derejeli denileménin difie bir ¢oziiwi bar.
ax+tb=0 (a#0) denleménin ¢ézliwine koordinata goni ¢yzygyn-
da A(—2) nokat degislidir.
Mysal. 8x-16=0, x=2.
0 42)

>

Cyzykly deiileménin ¢oziiwi bolman hem biler (0-x=35) ya-da
tikkeniksiz kop ¢oziiwi bolup biler (0-x=0).

a#0 we b#0 bolanda ax + by =c gorniisli denlemé iki nibelli-
li birinji derejeli deiileme diyilyédr. Mysal ii¢in, 8x—3y=2; y=4x—-9
denlemeler iki nébellili birinji derejeli denilemelerdir. Iki nébellili bi-
rinji derejeli defileméanin tiikkeniksiz kop ¢ozliiwi bardyr. Mysal {i¢in,
x+y=15 denlleménin ¢oziiwleri x, =1, y =14; x,=2, y,=13; x,= 100,
y,=—85 we s.m. bolar.
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Eger a we b islendik sanlar bolsa (noldan tapawutly bolmagy
hokman dil), onda ax+by=c deiilemai iki ndbellili ¢yzykly deiileme
diyilyér. Seyle denleménin ¢oziiwi bolman biler (0-x+0-y=5).

ax+by+cz=d goriisli denllema ti¢ nébellili birinji derejeli defileme
diyilyar. Mysal {igiin, 15x+10y+8z=164; 2x-3)+z=7 denllemeler ii¢
ndbellili birinji derejeli denilemelerdir. Bu defilemelerin tiikeniksiz
kop ¢oziiwi bardyr.

x-11 we y-iii ornuna kébir sanlar goylup, berlen denlemeden z-iii
bahasy tapylyar.

Mysal iicin, x=2, y=5 bahalary 15x+10y+8z=164 denilemede or-
nuna goyup z-1 tapyarys: 15-2+10-5+8z=164, 80+8z=164, z=10,5.
x-1il we y-iii ornuna basga sanlar goylup z-in beyleki bahalary tapylyar.

Goniikmeler

1. a we b-nin haysy bahalrynda ax + 5 =0 denleménin:

a) ¢ozliwi yok;

b) yeke-tik ¢ozliwi bar;

¢) tikkeniksiz kop ¢oziiwi bar?

2. a we b-nin haysy bahalarynda ax+b=0 deiileménin ¢oziiwi:

a) nola dei; b) otrisatel; ¢) polozitel.

3. Bir nébellili birinji derejeli li¢ sany denilemini diiziin we olary
¢Ozin.

4. Bir nébellili ¢yzykly, yone birinji derejeli ddl dort sany
denileméni diiziin we olary ¢oziin.

§2. Birinji derejeli iki nébellili defilemeler

Mesele. Iki sanyfi jemi 10-a deil. Ol sanlary tapmaly.
Meselénin sertinden gorniisi yaly, sanlar bize nébelli, difie olaryi
jemi belli. Birinji sany x we ikinji sany y bilen belgilesek, onda
x +y=10 denligi alarys, x we y ndbelli (iiytgeyédn) ululyklardyr. Tki
Iki nébellili ¢yzykly denlemelere mysallar getirelin: 5x+2y=10;
2x-3y=1;x—y=12 we s.m.
8



Kesgitleme: ax+by=c gorniisli denlemd iki ndbellili ¢yzykly
denleme diyilyar. Bu yerde x we y ndbelli ululyklar, a, b we ¢ — kdbir
sanlar.

Iki nébellili ¢yzykly denleménin ¢oziiwi diyip, sol denleméini
dogry san deiligine dwiirydn sanlaryn jiibiitine aydylyar.

Meselem, x+y=10 denleméniin ¢oziwi: x=6, y=4; x=8, y=2;
x=7, y=3 we x=5, y=5 sanlar jiibiiti bolyar. Bu jiibiitler gysgaca
(6; 4), (8; 2), (7; 3) we (5; 5) yaly yazylyar. Seyle yazgyda nibelli
ululyklaryn bahasynyn haysysynyn birinji, haysysynyn ikinji orunda
durmalydygyny bilmek zerurdyr. Uytgeyin x we y ululykly ¢yzykly
deillemédnin ¢oziiwlerinini yazgysynda x-ini bahasy birinji, y-it bahasy
bolsa ikinji orunda yazylyar.

Seylelikde, ax+by=c deilleménin ¢oziiwi, x we y ndbelli ululyk-
laryni bahalarynyii jiibiiti bolyar we ol (x; y,) gbrniisde yazylyar.

Iki nébellili defilemeler hem bir nébellili deiilemeler yaly asak-
daky hisiyetlere eyedir:

1) eger denlemede gosulyjylarynn alamatlaryny iiytgedip, olary
denleménin bir boéleginden beyleki bolegine gegirsek, onda berlen
denilemi dengiiy¢li bolan defileme emele geler;

2) eger denlemainin iki bolegini hem nola den bolmadyk sol bir
sana kopeltsek ya-da bolsek, onda berlen denilemi dengiiy¢li bolan
deiileme emele geler.

Meselem, 3x+2y=6 (1) denlleme berlen bolsun. Detilemelerin
hisiyetlerinden peydalanyp, bu deiilemede nibelli ululygyn birini
beylekisinin disti bilen afiladalyn (y ululygy x bilen). Yagny 3x go-
sulyjynynl alamatyny lytgedip defileminini sag bdlegine gegirelin.
Onda 2y =-3x+ 6 gorniisli defileme alarys. Sol defileménin iki bolegi-
ni hem 2-4 boliip, oiki (1) denilemé dengiiy¢li defileme alarys:

y=-1,5x+3 (2)

(1) we (2) denlemeler dengiiy¢liidirler; y=—1,5x + 3 deiilemeden
peydalanyp (1) deilleménin tiikkeniksiz kop ¢oziiwini tapmak bolar.
Onun ti¢in bolsa, x-e erkin baha berip, y-ii onla degisli bahasyny ha-
saplamak yeterlikdir.

Eger x=2 bolsa, onda y=-1,5-2+3=0.

Eger x=1 bolsa, onda y=-1,5-1+3=1,5 we s.m.

(2:;0), (1;1,5) sanlaryn jiibiitleri (1) defileménin ¢oziiwleridir.



Goniikmeler

1. Deiilemelerini birndge ¢ozliwini gorkezin:

a) 5x—2y=5;b) Tx+2y=6;¢) 3x+7y=0;d) x—y=7.

2. y-gi x-in usti bilen anladyp, deiileméniil li¢ sany ¢oziiwini
tapyn:

a)2x+y=T7; b) 5x+3y=-10; ¢) 3x+0, 8y=5.

3. Coziiwleri agsakdaky sanlar jiibiiti bolan defileméni diiziin:

a)x=-5wey=7; b)x=9wey=-6; ¢)x=0wey=10.

§3. Birinji derejeli iki nébellili defilemeler ulgamy
we olaryn c¢oziiwi

Seyle meseld seredelin:

Mesele. Iki sahada 12 gus otyr. Sahalaryn birinde beyleki saha-
dakydan 2 gus kop. Her sahada nige gus bar?

Meseldni ¢ozmek iicin birinji sahadaky guslaryn sanyny x ar-
kaly, ikinji sahadaky guslaryn sanyny bolsa y arkaly belgildlin. On-
da meselédnin sertine gord x +y=12 we x—y=2 denlemeleri alarys.
Bu denlemeleriii ikisinde hem nédbelli ululyklar guslaryn sol bir
mukdaryny anladyar. Sona gord ol deillemelere bilelikde seretmeli
bolar. Bu bolsa denllemeler ulgamyny emele getirmekdir. Ol asakdaky
yaly yazylyar:

x+y=12, 1)
x—y=2.

Deilemelerin ¢ep tarapyndaky yay sekil olaryn bile ¢oziilyandi-
gini anladyar.

x=7 we y=>5 sanlaryn (1) ulgamyn iki defilemesini hem kanagat-
landyryandygyny goryaris:

{7 +5=12,
7—-5=2.

(7; 5) yaly yazmak kabul edilendir.
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Nébelli ululyklaryn ulgamyn her bir denillemesini dogry denlige

Denlemeler ulgamyny ¢6zmek diymek, onun ahli ¢oztiwlerini
tapmak ya-da ¢oziiwleriniin yokdugyny gorkezmek diymekdir.

Yokardaky garalan mysalda (7; 5) sanlar jiibiiti (1) ulgamyf ¢6-
ziiwidir.

Goniikmeler
1. (1;-1),(2;1), (1;1) jiibiitlerin haysylary defilemeler ulgamynyn
¢Oziwi:
{3x+2y:5, Sx —4y =9,
a b)
4x — 3y = 1; 6x +y =157

2. Uytgeyin ululyklaryii: a) x=2, y=5; b) x=0, y=3 bahalar
jiibiiti ¢6ziiwi bolyan denilemeler ulgamyny diizmeli.

§4. Cyzykly deiilemeler ulgamyny ¢6zmegii usullary

1. Ornuna goymak usuly.
1-nji mysal. Deillemeler ulgamyny ¢ézmeli:
3x+y=13,
Sx— 2y = 18, (D)
Birinji defilemeden y-i x arkaly anladalyn: y =13 —3x. Ulgamyn
ikinji defilemesinde y-ift ornuna 13 —3x anlatmany goyup alarys:
y =13 — 3x,
sv—2(13 - 3x) = 18. @)
Ulgamyn ikinji defilemesinde difie bir ndbelli ululyk bar. Ol dei-
leméni ¢ozelin:
5x—26+6x=18,
11x=44,
x=4.
11



x-it bahasyny y =13 —3x defilemede ornuna goyup, y-ini bahasy-

ny taparys:
y=13-34=1,
y=1.

(4;1) sanlar jiibiiti defilemelerin ikisinin hem ¢oziiwidir. Ona bar-
lamak arkaly g6z yetirip bilersifiz.

Sol bir ¢oziiwleri bolan iki nébellili denlemeler ulgamyna den-
dengiiy¢lidirler. Coziiwi bolmadyk denlemeler ulgamlary hem dei-
giiycli hasaplanylyar.

Bizin (1) deiilemeler ulgamyny ¢6zmekde peydalanan usulymy-
¢6zmek Tligin:

1) denilemelerini haysy bolsa-da birinde bir ndbelli beyleki nabelli
arkaly anladylyar;

2) alnan aillatma ulgamyn beyleki denilemesinde ol ndbellinin
ornuna goyulyar;

3) alnan bir nébellili denileme ¢ozilyér;

4) ornuna goymak arkaly ikinji ndbellinin bahasy tapylyar.

2-nji mysal. Denlemeler ulgamyny ¢ézmeli:

{7x + 6y = 6,

3x+ 4y =09.

Ikinji defilemede x-i y arkaly anladalyn: 3x=9 -4y, x = K —34y .

Birinji defilemede x-ifi ornuna 9_344)’ anlatmany goyalyn:

9—-4y

773

+ 6y = 6.

Alnan bir nabellili denleméni ¢ozelin:
7-(9—4y)+3-6y=3-6;
63-28y+18y=18;
—10y=-45;
y=4,5.

12



9 —4y

deiilemede y-in ornuna 4,5-1 goyup alarys.

3
x = % =-3.
Jogaby: x=-3; y=4,5 ya-da (-3; 4,5).
Goniikme
Deiilemeler ulgamyny ¢dzmeli:
a)396—2y=5, b) 5x =2y =09, o) 8x =2y =12,
2x +y = 1; Ix — 5y =—13; 4x — 3y =— 2.

2. Gosmak usuly.

Denlemeler ulgamy gosmak usuly bilen ¢oziilende hem onuii
denilemelerinin birinde difie bir nébelli bolar yaly edip 6zgertmeli.
1-nji mysal. Denlemeler ulgamyny gosmak usuly bilen ¢ézmeli:

{Zx + 5y = 2, (1)
3x — 5y = 28.

Ulgamyn denlemelerinde y-iii koeffisiyentleri garsylykly sanlar-
dyr. Ol denillemelerii ¢cep we sag boleklerini agzama-agza gosup, bir
nébellili denileme alarys: 5x=30. (1) ulgamyn denilemelerinifi birini
5x =30 deinileme bilen ¢alsyryp alarys:

2x + S5y = 2,
{x-l—y @)

Sx = 30.

(2) denilemeler ulgamy (1) denilemeler ulgamyna dengiiycliidir.
(2) ulgamy ¢ozelin:
5x=30,
x=6.
x-ifl bahasyny 2x + 5y =2 denillemede ornuna goyup alarys:
2:6+5y=2,
S5y=-10,
y=—2.
(1) ulgamyn ¢oziiwi x=6, y=—2 ya-da (6;—2) bolar.
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2-nji mysal. Denlemeler ulgamyny gosmak usuly bilen ¢6zmeli:
x+2y=17,
2x — 3y =—21.

Denlemeler ulgamyny ¢6zmek {i¢in haysy hem bolsa bir nébel-
linin koeffisiyentlerini garsylykly bolar yaly edip denlilin, onun {i¢in
birinji defileménin iki bolegini hem —2-4 kdpeldelin. Ikinji denleméni
tiytgewsiz galdyryarys. Sonda deiilemelerde x-in koeffisiyentleri gar-
sylykly sanlar bolar:

—2x — 4y =— 14,
{Zx -3y =-21

Indi denllemelerin ¢ep we sag boleklerini agzama-agza gossak,
bir nébellili defileme alnar:
—Ty=-35;
y=3.
Birinji defilemede y-ifi ornuna 5-1 goyup, x-iii bahasyny taparys:
x+2:5=T7;
x=-3.
Jogaby: x=-3; y=15 ya-da (-3;5).
3-nji mysal. Denlemeler ulgamyny gosmak usuly bilen ¢6zmeli:
4x — 3y = 0,
{6x + 2y = 13.

Birinji denilemdni 2-4, ikinji denilemdni bolsa 3-e kopeltsek,
denllemelerde y-in koeffisiyentleri garsylykly sanlar bolar:
8x — 6y =0,
{ISX + 6y = 39.

Bu yerden:
26x=39,
x=1,5.
x-in bahasyny 4x—3y =0 denlemede goyup alarys: y=2.
Jogaby: x=1,5, y=2 ya-da (1,5;2).
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Biz denlemeler ulgamyny gosmak usuly bilen ¢6zmegin mysal-
laryna garadyk. Ol usul bilen defilemeler ulgamyny ¢6zmek {igin:

1) ulgamyn deiilemelerini, olarda ndbellilerinn birinin koeffisi-
yentleri garsylykly sanlar bolar yaly edip, haysy hem bolsa bir sana
kopeltmeli;

2) ulgamyn denlemeleriniii cep we sag boleklerini agzama-agza
gosmaly;

3) alnan bir nébellili defileméni ¢ozmeli;

4) nébelli ululygyn tapylan bahasyny deiilemelerinn birinde or-
nuna goyup, ikinji nibellinini bahasyny tapmaly.

Eger deillemeler ulgamynda nébellileriii haysy hem bolsa birinin
koeffisiyentleri garsylykly sanlar bolsa, onda ulgamy ¢6zmek gos-
goni denlemeleri agzama-agza gosmakdan baglanyar.

Goniikme

Denlemeler ulgamyny gosmak usulynda ¢6zmeli:

a){3"+2y:5’ b) 5x + 3y = 11, 0 3x + 4y = 11,
6x — 2y = 1; 2x + 3y = 8.

3. Grafiki usul.

Iki nébellili ¢yzykly defilemelerin ulgamyny onun denlemelerinin
grafiklerinden peydalanyp hem ¢6zmek bolar. Onun {i¢in ulgamyn
denlemeleriniin her biriniii grafigini ayry-ayrylykda gurup, olaryn
kesisme nokadynyn koordinatalaryny tapmaly.

2x —y = 0;

1-nji mysal. Denllemeler ulgamyny grafiki usulda ¢6zmeli:
x+y=1,
x—2y=—28.

Deilemelerin her birinde y-i x arkaly anladyp, y = kx + b gorniisli
denlemeleri alarys:

y=—x+1,
y=20,5x — 4.

Koordinatalar tekizliginde ulgamyn denlemelerininn grafiklerini
guralyn (/-nji surat). Onun ii¢in x ululyga baha berip y taparys we
alnan (x,; y,) we (x,;y,) nokatlar boyunga goni gyzyklary gegireris.
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A
y:_x+1 -/),S.x—él
4-32-10 1\%4 x

1-nji surat

N W\ Lo

k-koeffisiyent diirli (=1 we 0,5) bolany {i¢in bu ¢yzykly funk-
siyalaryn grafikleri bir nokatda kesiser. Goni ¢yzyklaryn kesisme
nokadynyn x=-2 we y=3 koordinatalary ulgamyn defilemelerinin
ikisini hem kanagatlandyryar. Bu goni ¢yzyklar (-2;3) nokatda ke-
sisyarler. Diymek, (-2;3) jiibiit berlen ulgamyn c¢oziiwidir. Bizii
denlemeler ulgamyny c¢6zmekde ulanan usulymyza grafiki usul
diyilyar. Grafiki usul, kdpleng, deiileménin koklerinin yakynlasan ba-
halaryny tapmaga miimkingilik beryér.

Iki ndbellili ¢yzykly denlemeler ulgamynyn deillemelerinifi gra-
fikleri goni ¢yzyklardyr. Eger ol goni ¢yzyklar kesisydan bolsa, yagny
burg koeffisiyentleri k| #k, bolsa, onda ulgamyn yeke-tik ¢oziiwi bar-
dyr, eger goni ¢yzyklar parallel bolsalar, yagny burg¢ koeffisiyentleri
k =k, b, #b, bolsa, onda ulgamyn ¢oziiwi yokdur, eger goni ¢yzyklar
gabat gelyén bolsalar, yagny k =k, b, = b, bolsa, onda ulgam tiikenik-
siz kop ¢oziiwe eyedir.

2-nji mysal. Denlemeler ulgamynyil ndge ¢oziiwiniii bardygy-
ny gorkezmeli:

2x—y=—1,

2x —y = 2.
Denlemelerin her birinde y-i x arkaly anladalyn:
y:2X+1, k1:2’ b1:1,
y=2x—2; k2:2, b, =—2.
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Goni ¢yzyklaryn burg koeffisiyentleri deni, Oy okuny kesyédn no-
katlary diirli bolany ii¢in y=2x+1 we y=2x—2 ¢yzykly funksiya-
laryn grafikleri parallel goni ¢yzyklardyr.

Sona gora-de, berlen denllemeler ulgamynyn ¢oziiwi yokdur.

3-nji mysal. Denlemeler ulgamynyn nige ¢oziiwi bar:

S5x + 2y = 8,
10x + 4y = 16?

Deilemelerde y-i x arkaly anladyp, iki denileme tigin hem sol bir
y=-2,5x+4 ¢yzykly funksiyany alarys:

y:_235x+49 k1:_2,5 b1:4,
y:_235x+4 k2:—2,5 b2:4

Bu bolsa 5x+2y=8 we 10x+4y=16 denillemeleriii grafiklerinin
gabat gelyandigini gorkezyar. Diymek, defilemeler ulgamy tiikeniksiz
kop ¢oziiwe eyedir. Yokardaky mysallardan gorniisi yaly asakdakyla-
ry bellédp bolar:

k,#k, bolsa goni gyzyklar kesisyarler;
k =k, b #b,bolsa goni ¢yzyklar paralleldirler;
k,=k,, b, =b,bolsa goni ¢yzyklar gabat gelyarler.

Goniikmeler

1. Deiilemeler ulgamyny ornuna goymak usuly bilen ¢6zmeli:

2) y—2x—1=0, b) Tx — 3y = 13, 0) x+y=26,
Ix—y=29; x—2y=25; 3x — 5y = 2.

2. Deinillemeler ulgamyny gosmak usuly bilen ¢ozmeli:

a)y=x—5, b) 5x 4+ 3y =—06, o) 3x + 6y = 2,
xX—y=—06; 2x — 5y = 10; 2x + 4y = 5.

2. Sargyt Ne 17



3. Denilemeler ulgamyny grafiki usul bilen ¢ézmeli:

2) 4x —y =0, b) Sx +3y=—6, o) 3x + 6y = 2,
x—y=—6; 2x — 5y = 10; 2x + 4y = 5.

§5. Ikinji tertipli kesgitleyjiler we olaryii komegi bilen iki
nébellili ¢yzykly defilemeler ulgamyny ¢6zmek

a we b iki sanynl jemini “+” belgisinden peydalanyp “a+b” yaly
yazyarys. lki sanynl tapawudyny yazmak iicin bolsa “—” belgisinden
peydalanylyar. ad—bc tapawudy yazmagyn seyle gorniisi hem bar-
dyr:

a b ‘ (1)
c d
(1) aillatma a,b,c, d dort sany (a,b) we (c,d) iki setiri hem-de <a>
c

we <b> iki siitlini bolan tablisa gorniisinde yazylandyr. Bu ailatma
d

tutuslygyna ad—cb tapawudy yazmak ii¢in ulanylyar we ona ikinji ter-

------

Diymek, a b:ad—bc.
c d
Meselem,
2 =3
’:2-(—6)—(—3)-(—5):—12—15:—27.
-5 —6
‘1 21 6-(=3)(=2)=6—-6=0.
-3 6
a =aa-1-1=da-1.
1 a

......
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ax + be = (i, (2)
X + bzy = C,

denllemeler ulgamynyn esasy kesgitleyjisi diyip, x we y nébellilerin

koeffisiyentlerinden diizlilen asakdaky kesgitleyjad aydylyar:

a, b]

a; bz

Bu esasy kesgitleyjini grek A (“delta” diyip okalyar) harpy bilen
bellaris:

A= aib, — axb.
(2) denilemeler ulgamynyn birinji komekgi kesgitleyjisi diyip,
a b
¢ b

kesgitleyjd aydylyar. Ol berlen denlemeler ulgamynyn esasy kesgit-
leyjisinin birinji siitiinini bu ulgamyn azat agzasynyn siitiini bilen ¢al-
syrmak arkaly alynyar. Birinji komekgi kesgitleyjini A _bilen belgila-

ris. A_belginil asaky x indeksi (belgisi) (2) defilemeler ulgamyndaky
a
x-in koeffisiyentlerinden diiziilen esasy A kesgitleyjidiki birinji <a )
Cc 2
siitlinin azat agzalaryn < 1> siitini bilen calsyrylandygyny gorkezyar.
2

Ax - Clbz o Czbl
bolyandygy dsgirdir.

(2) denilemeler ulgamynyn ikinji komekg¢i kesgitleyjisi, bu ul-
gamyn esasy kesgitleyjisinini ikinji siitiinini azat agzalarynyi siitiini
bilen calysmak arkaly alynyar:

ar G

a C .
Bu kesgitleyjini A bilen belldp alarys:
A =ac,—ac,.

'y 1927 %%
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Mysal.
—x+2y=-125,
—Tx+3y=—13

denilemeler ulgamy ti¢in:

A=|"l 23— 2=—3+14=11,
-7 3
-5 2 _ _
A= =(=5)3-(=13)-2=—15+26 = 11,
~13 3
Ay:‘_l -3 ‘:(_ D(=13) = (=7)(=5) =13 -35=—22.
-7 -13

A, A we A kesgitleyjileriit (1) deiilemeler ulgamy c¢oziilende

néhili ulanylyandygyny mysallarda goreris.

Eger ax + b1y = (i,
X + bzy = C»,

denilemeler ulgamynyn esasy kesgitleyjisi nola den bolmasa, onda bu
denilemeler ulgamynyi yeke-tdk ¢coziiwi bardyr:

Ax A)’

A YT A

X =
Meselem, yokarda garalyp gecilen

—x+2y=-275;

—Tx+ 3y =—13,
ulgam tligin A=11, A=11,A=-22. A#0 bolany ii¢in ulgamyn yeke-tiak
¢Oziiwi bardyr:

A, _ 11

=

I
>
—
p—

Seylelikde:
1) A # 0 bolanda (2) ulgamyn difie bir ¢6ziiwi bar;

20



2) A=A =A bolanda (2) ulgamyn tikeniksiz k6p ¢oziiwi bar;
3)A=0weA, A kesgitleyjilerin ifi bolmanda biri noldan tapa-
wutly bolsa, onda (2) ulgamyn ¢oziiwi yokdur.

§6. U¢ niibellili cyzykly deiilemeler ulgamy we olaryii
¢oziilis usullary

Ug nibellili ¢yzykly detilemeler ulgamy asakdaky gorniisde

berilyir:
ax + by+caz =d,
X + bzy + 7 = d,
a:x + by + ¢z = ds.

Bu yerde x, ), z — nébelli ululyklar.

a,a,a,b,b,b,c,c,c,d,d, d—berlen sanlar.

Bir ndbellili we iki ndbellili deilemelerini dhli hésiyetleri ti¢ né-
bellili defillemeler ulgamy ti¢in hem kesgitlenendir. Sonui ti¢in berlen
ulgamy ¢6zmekde iki nébellili defilemeler ulgamyny ¢6zmekde ula-
nylan usullardan peydalanmak bolar.

1-nji mysal. Denlemeler ulgamyny ¢ézmeli:

15x + 10y + 8z = 164,
x+y+z=16,
7= 2y.

Ulgamy ornuna goymak usuly bilen ¢6zelift. Onui {igin 1-nji we

2-nji denilemelerde z=2y ornuna goymany ulanaly:

I15x 4+ 10y + 8- 2y = 164, 15x + 26y = 164,
x+y+ 2y =16; x + 3y = 16.

Netijede, iki nidbellili deilemeler ulgamyny alarys. Ol ulgamyn
2-nji denlemesinden x=16—-3y tapyp ony 1-nji defilemede ornuna
goyup, 15-(16—3y)+26y= 164 bir nébellili denileméni alarys. Alnan
denlemaéni ¢ozelin:

240-45y+26y=164, -19y=164—-240,-19y=-76, y=76:19, y=4.
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y-il  bahasyny x=16-3y anlatmada ornuna goyup,
x=16-3-4=16-12=4 bahany taparys. z=2y ailatmadan bolsa
z=2-4=28 bahany taparys.

Diymek, ii¢ nébellili denlemeler ulgamyn yeke-tik ¢6ziiwi bar:
x=4,y=4,z=8.

2-nji mysal. Denlemeler ulgamyny ¢ozmeli:

Ix + 6y + 7z = 100,
x—2y+2z=0,
3x+y—2z=0.

Ulgamy gosmak usuly bilen ¢dzelin. Onuii li¢in 2-nji deiileméni
3-e kopeldelin we netijdni 1-nji defilemi gosalyii:
Tx + 6y + 7z = 100,
{ 3x — 6y +3z=0,
10x 4+ 10z=100

ya-da x +z=10.
3-nji denlemini 2-4 kdpeldelin we netijéni 2-nji defilemé gosalyi:

N x—2y+2z=0,
6x+2y—4z=0

Tx —3z=0.
Gosulyp alnan deiilemeler seyle ulgamy emele getiryar:
=1
Xtz 0, Bu ulgamy ¢6ziip, x =3; z=7 bahalary taparys.
Tx — 3z = 0.

Tapylan bahalary 3-nji defilemede ornuna goyup alarys:
9+y—14=0,y=14-9, y=5.

Jogaby: x=3,y=5,z=".

3-nji mysal. Deillemeler ulgamyny ¢6zmeli:

xX+y=a,
xX+2z2=0>b,
y+z=c.
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Ulgamyn dhli denlemelerini agzama-agza gosup we 2-d boliip

alarys:
2x+2y+2z=a+b+c,
X+y+z= %M.
Bu deilikden yzygiderli 3-nji, 2-nji we 1-nji defilemeleri ayryp
alarys:
y+z=c,
_a+b+c | _a+b-c
X="—"5-——c= 7 .
x+y+z=a+g+q
y+z=b,
_a+b+c , _a—-b+c
y="mp  Th="
x+y+z:a+§+Q
x+y=a,
_a+b+c _—a+b+c
g = 2 a= ) .
hgwwx:a+g+ay:a—g+gzz—aﬁf+g

4-nji mysal. Denlemeler ulgamyny ¢ozmeli:

X1+23C2+5X3:—9,
X1—XQ+3X3: 2,
3X1—6X2—x3 = 25.
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X1+ 2%+ 5%, =— 9, X1+ 2%+ 5% =—9,
=30 — 2x3 = 11, = 1=3x0— 2x; = 11,
—12x, — 16x; = 52, —8x; = 8.
Bu yerden x =2; x,=-3; x,=—1 alarys.
5-nji mysal. I we Il tekjede 27 kitap, I we 111 tekjede 25 kitap, 11
we III tekjede 26 kitap bar bolsa, her tekjede nice kitap bar?
Coziilisi:
Gysgaca yazalyi:
I —x kitap, I — y kitap, III — z kitap.

Serte gora:
x+y=27,

x+z=25,
y+z=26.
x+y=27;x+z7=25y+z=26 denlemeleri agzama-agza
gosup asakdaky denligi alarys:

2x + 2y + 2z = 78. Bu denligin iki bélegini hem ika bolelin.
{x +y+z= 39,

x+y=27
ulgamyn birinji defilemesinden ikinjini ayryp z = 12 alarys.
y +z =y26 denilemede z-e derek 12-ni goyup y = 14 alarys.
x +y=27 denilemede y-e derek 14-i goyup x = 13 alarys.
Jogaby: 13, 14, 15.

Goniikme

Denlemeler ulgamyny ¢ozmeli:

x+y+z=-2, [x+2y—2z=7, x=3y+z=7,
a)x—y+2z:—7,b)2x_y+zzz, ¢)3x+y—2z=23,
2x+3y—z=1; 3x—5y+2z=—7;, |x+7y—4z=0.
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§7. Ug niibellili ¢yzykly defilemeler ulgamlarynyii
coziiwlerininn geometrik manysy

Ug nibellili ¢yzykly defilemeler ulgamy ginislikde ii¢ tekizligi
beryir. Ug tekizligiii gittislikde dzara miimkin bolan Verlesis hallary-
na garalyn.

1. Ug tekizligit hemmesi diirli.

2. Iki tekizlik gabat gelyér, liglinji bolsa olardan tapawutlanyar.

3. Tekizligin tiglisi-de gabat gelyar.

Su miimkin bolan hallaryn her birine ayratyn garalyn.

1. Eger tekizliklerifi haysy hem bolsa ikisi — a, we a, kesisyén
bolsalar, onda ii¢ halyn bolmagy miimkindir: 1) Ugiinji a, tekizlik
a, we a, tekizliklerifi kesisme [ ¢yzygyny kesyér (2-nji surat). 2) a,
tekizlik / ¢yzyga parallel we olaryn umumy nokady yok (3-nji surat);
3) a, tekizlik [ ¢yzygy 0z igine alyar (4-nji surat). Eger-de kesisyén
tekizlikler bolmasa, onda 4-nji hal bolyar- tekizliklerin {i¢iisi-de paral-
leldir (5-nji surat).

[«
3 . !
1
R ———————— : h
a, ' &, b '
1 1 : 1
beecccmmee | A R
] [ 1
1 [ 1
i H P ;
~ 4
i RN gl
A N R TRt Safaanl L
1
a
L, — ) az
al
2-nji surat 3-nji surat 4-nji surat

—

a3
e 2
o, " TTTTTTTTT — o,
5-nji surat 6-njy surat
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2. Bu yagdayda iki halyfi bolmagy miimkin: 5) a, ti¢tinji tekizlik
gabat gelydn a, we a, tekizlikleri kesyér (6-njy surat). 6) a, tekiz-
lik gabat gelydn o, we a, tekizliklere parallel we olar bilen umumy
nokady yok (7-nji surat). 6-njy we 7-nji suratlarda gabat gelyén tekiz-
likler strihlenendir.

3. Tekizliklerin iicilisi-de gabat gelydn bolsa, onda 7-nji hal bol-
var (8-nji surat).

Q, Oy Oy

7-nji surat 8-nji surat

1-nji halda ulgamyn bir ¢6ziiwi, 3, 5 we 7 hallarda tiikeniksiz kop
¢Oziliwi bar, 2, 4, we 6 hallarda ¢oziiwlerin kopliigi bos kopliikdir.
Alnan netijeler amatlylyk iicin tablisada berlendir.

Hal| Kesisme
a) Tekizliklerin 3 tekizlik bir nokatda kesigyarler | 1 Nokat
tigtisi-de dirli 2 tekizlik tigtinji 2 [Bos
tekizlige parallel bolan goni kopliik
¢cyzyk boyunga kesigyérler
2 tekizlik ticiinji tekizlikde 3 | Goni ¢yzyk
yatyan goni ¢yzyk boyunca
kesisyérler
Tekizlikler parallel. 4 | Bos kopliik
b) Iki tekizlik gabat |Gabat gelyian 5 |Goni ¢yzyk
gelyir, iiglinji bolsa | tekizlikler ii¢ilinji bilen
olardan tapawut- kesigyarler
lanyar Gabat gelyén 6 |Bos
tekizlikler tiglinjd parallel kopliik
¢) Tekizliklerin 7 | Tekizlik
ticiisi-de gabat gelyar
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San gbni ¢yzygyna we san tekizligine menzeslikde, R* san
gifiigligine — tertiplenen ii¢ hakyky sanlar kopliigine garamak miim-
kindir. Sonda iiytgeyédn ii¢ ululykly defileminin (defilemeler ulga-
mynyi) her bir ¢dziiwine R san ginisliginin nokady hokmiinde
garamak miimkindir. Su nukdaynazardan 3 we 5 hallar 7 haldan ta-
pawutlanyarlar. 3 we 5 hallarda ulgamyn ¢ozliwler kopliigi san gi-
nisligindaki goni ¢yzykdyr, 7 halda bolsa san ginisligindiki tekiz-
likdir.

Goniikmeler

Denlemeler ulgamyny ¢ozmeli.

x—2y+3z=—-1, x+2y—2z=0, xX—y—2z=235,
L. 2x+y—5z=09, 2. 3x+5y+z:—10,3- 2x +y—3z=3,
dx —3y+z="1. x+y+3z=—10. x—4y—6z=1.

§8. Uciinji tertipli kesgitleyjiler we olaryi komegi bilen
defilemeler ulgamyny ¢é6zmek

Uciinji tertipli kesgitleyji asakdaky yaly berilyir:

an dp s
axy A o

as Az Az

Bu yerde a,, — birinji setirde, birinji siitiinde duran elementi, a,, —
ikinji setirde, tigiinji siitlinde duran elementi anlladyar we s.m

Ucgiinji tertipli kesgitleyjini hasaplamagyi iki usulyna seredeli.

Kesgitleyjinin aillatmasynyil yzyndan onuil birinji, ikinji siitiin-
lerini gogiirip yazmaly.

9-njy suratda gorkezilen usulda ii¢ elementin iistiinden goni
¢yzyklar gegirmeli. Cepe yapgyt her bir goni ¢yzygyn listiinde ya-
tan elementlerin kopeltmek hasylyny 6z alamaty bilen almaly. Saga
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yapgyt her bir goni ¢yzygyn Ustiinde yatyan elementlerin kopeltmek
hasylyny bolsa, onun ters alamaty bilen almaly.

9-njy surat
Meselem,
3 4 -2
1 5 —4/=154+48—-4-30+24—4 = 49.
-3 2 1

A AR

ai diz dis
a4y @ ay | Kesgitleyjini hasaplamak ikinji usulda (10-njy surat)

a1 A dss
asakdaky yaly yerine yetirilyér:

dy di Az
Qo On s =a11a22a33+a21a32a13+a12a23a31_a13a22a31_a12a21a33_a23a32a11

az Az Az

28



Mysal. Kesgitleyjini hasaplamaly:
2 35
1 =2 4/=2(-=2)(-D+1-1-5+43-4:3-5-(—-2)-3—-
3 1-1
-3 1(-1)—412=4+5+6+30+3+8=70.
Asakdaky ii¢ nébellili ¢yzykly deillemeler ulgamyny {iciinji ter-
tipli kesgitleyjilerin komegi bilen ¢ozelii:
anx + any + asz = d,
X + Ay + @z = d, (1)
A1X + Ay + A2 = ds.

Eger (1) ulgamyn esasy kesgitleyjisi

an i ds
A= o A A
az1 Az dss

noldan tapawutly bolsa, onda bu ulgamyn yeke-tik ¢oziiwi bar.
(1) ulgamyn ¢ézliwini tapmak {igin A kesgitleyjiniii 1-nji, 2-nji, 3-nji
siitlinini azat agzalar bilen ¢alsyryp

d a, as an d a; an an d
Ax = d» an ;Ay Slan d ax Az = A an ds
di an axn as d; as as axn ds

kesgitleyjileri alarys. Bu kesgitleyjileri yokarda beyan eden usul-
larymyzyn islendigi bilen hasaplap, (1) ulgamyn ¢ozliwlerini asakda-
ky gorniisde taparys:

Ax A)’ AZ

------

Kesgitleyjiler nazaryyetinin esaslaryny Sweysariyaly alym
G. Kramerin (1704-1752) islanligi sebépli, ¢yzykly denilemeler ulga-
myny kesgitleyjiler arkaly ¢6zmek usulyna Kramerin usuly diyilyar.
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Mysallar.
1. Ulgamy ¢ozmeli:

3x—2y+z=2,
x+3y—2z=1,
4x — 5y — 3z =—15.
Coziilisi:
3-2 1 2 -2 1
A=|1 3 =-2|=—64+#0 Ax = 1 3 -2=-64
4 -5 -3 —15 -5 -3

3 2 1 3 -2 2
Ay=|1 1 -2|=-128 Az=|1 3 1=-192
4 —15 -3 4 -5-15

_ Ax _ =64 _ -

_ Ay _—128 _ Az _ =192 _
Y=ANT 64T YT AT =6 T2

CEA T 64

Diymek, x=—1,y=2,z=3.
2. Ulgamy ¢ozmeli:

X+ 2%+ 2x:, = 17,
5.X1 — 4.X2 + 10X3 = 15,
3% — S5x, + 6X3 = 3.
Cozilisi.
Ulgamyii esasy kesgitleyjisini hasaplalyn:
1 2 2
A=15—-410|=0.
3 -5 6
Diymek, ulgamyn ya-ha ¢6ziiwi yok, ya-da tiikeniksiz kop ¢0zii-
wi bar. Muny anyklamak ti¢in A -i hasaplalyn:

17 2 2
Ax=|15 -4 10|#0
3 -5 6
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A #0 bolany iigin A, A, hasaplamagyn zerurlygy yok.
A=0, A #0. Ulgamyni ¢oziiwi yok.

Goniikmeler
Deiilemeler ulgamyny t¢iinji tertipli kesgitleyjilerin komegi bi-
len ¢6zmeli:
2x + 3y + 4z = 20, dx +2y—z=15, [(x+2y—-3z=0,
Lix—2y+2z=2, 2dx—y+z=2, 3dox—y+4z=75,
Sx+y—3z=—-2. Sx +y—3z=14. x+y—z+2.

3x — 3y + 2z = 2, 3x + 2y — 47 = 8,
404x — S5y +2z=1, S{2x+4y—5z=11,
5x — 6y —4z =73 4x —3y+2z=1.

Dersizlikler we densizlikler ulgamy

§1. San deiisizlikleri we olaryii hisiyetleri

Biz a we b islendik sanlary defiesdirip bileris we =, <, > belgileri
peydalanyp, denesdirme netijesini denlik ya-da deiisizlik gérniisinde
yazyp bileris. a we b erkin sanlar {i¢in agakdaky gatnasyklaryn biri we
dinie biri yerine yetyér:

a=b,a<b, a>b.
Mysallara seredelin.

1. 2 we % droblary deniesdirmeli. Onun ii¢in olary umumy

8
, . . o1x.5 35 4 _ 32 . 4
maydalawja getlrelln:g =36 7= 56 35>32 bolany ug:m% > 7
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2.3,6748 we 3,675 onluk droblary deniesdirmeli. Birlikler, ondan
birler, yiizden birler razryadlaryndaky sifrler gabat gelyérler, miinden
birler razryadynda birinji drobda 4-lik sift, ikinji drobda 5-lik sifr
yazylypdyr, yagny 4 <5 bolany ii¢in, 3,6748 <3,675.

3. % ady droby 0,45 onluk drob bilen denesdirelin. 2% droby

onluk droba 6wrlip, % = 0,45 alarys.

4.—15 we —23 otrisatel sanlary deniesdirmeli. Birinji sanynt modu-
ly ikinji sanyn modulyndan ki¢i. Diymek, birinji san ikinji sandan
uludyr, yagny —15>-23.

Sanlaryn anyk gorniisine baglylykda biz ol sanlary deniesdirmek-
de sol ya-da beyleki usullary peydalandyk. Yone sanlary demesdir-
megin dhli hallaryny i¢ine alyan usuly ulanmak amatlydyr. Ol usul
sanlaryn tapawudyny diizmekden we onuil polozitel sandygyny, otri-
satel sandygyny ya-da nola defidigini anyklamakdan ybaratdyr.

Kesgitleme. Eger a— b tapawut polozitel san bolsa, onda a san
b sandan uludyr, eger a—b tapawut otrisatel san bolsa, onda a san b
sandan kicidir.

Eger a—b tapawut nola deni bolsa, onda @ we b sanlar dendir.

Koordinata goni ¢yzygynda uly san sagda yatan nokat bilen, kici
san bolsa ¢epde yatan nokat bilen sekillendirilyir. Goy, a we b sanlar
kébir sanlar bolsun, a—b tapawudy ¢ harpy bilen belgildlin. a—b=c
bolyandygy ti¢in, @ =b +c. Eger ¢ — polozitel san bolsa, onda b+c
koordinataly nokat b koordinataly nokatdan sagda yatyar, eger
¢ — otrisatel san bolsa, onda b+c koordinataly nokat b koordinataly
nokatdan ¢epde yatyar (//-nji surat). Diymek, eger a > b bolsa, onda
a koordinataly nokat b koordinataly nokatdan sagda yatyar, eger a < b
bolsa ¢epde yatyar.

c>0 c<0

- -

b b+c X btc b x

11-nji surat
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Getirilen kesgitlemdni mesele ¢ozmekde nihili peydalanmaly-
dygyny gorkezelin.

1-nji mesele. a-nyn islendik bahasynda (a—3)(a—5)<(a—4)>
deiisizliginn dogrudygyny subut etmeli.

Densizligin ¢ep we sag bolekleriniil tapawudyny diizelin we ony
ozgerdelin:

(a-3)a-5)—(a4)y=a*-3a-5a+15-a*>+8a—16=—1.

a — islendik bahasynda garalyan tapawut otrisateldir. Diymek,
a-nyn islendik bahasynda (¢ —3)(a—5) <(a—4)* densizlik dogrudyr.

2-nji mesele. Islendik iki sanyn kwadratlarynyn jeminifi ola-
ryn ikeldilen kdpeltmek hasylyndan kici ddldigini subut etmeli.

Goy, a we b erkin sanlar bolsun. a*+b°>2ab bolyandygyny subut
etmek talap edilydr. Deiisizligiin cep we sag boleklerinin tapawudyny
ozgerdelin:

a*+b>—2ab=a’>-2ab + b*=(a—b)*.

(a*+b*)—2ab tapawudy biz kibir anlatmanyn kwadraty gornii-
sinde yazdyk, a we b islendik bolanda (a—b)*>0 bolyandygy tigin,
a* + b*>2ab densizlik hem a we b islendik bahasynda dogrudyr.

San densizliklerin hisiyetlerini anladyan teoremalara garalyn.

1-nji teorema. Eger a>b bolsa, onda b <a; eger a<b bolsa,
onda b>a.

Hakykatdan-da, eger a—b tapawut polozitel san bolsa, onda b—a
tapawut otrisatel sandyr we tersine.

2-nji teorema. Eger a<b we b <c bolsa, onda a <c.

a—c tapawudyn otrisatel sandygyny subut edelin. Bu tapawuda
b we —b-ni gosalyn we gosulyjylary toparlalyn: a—c=a—-c+b—b=

=(a—-b)+(b-c).

Serte gord a <b we b < c. Sona gori-de, a—b we b—c gosulyjylar
otrisatel sanlardyr. Diymek, olaryn jemi hem otrisatel sandyr.
Seylelikde, a <c.

Eger a> b we b > cbolsa, onda a > ¢ bolyandygy yokardaka men-
zeslikde subut edilyér. Bu hisiyetleriit geometrik manysyny ¢yzgyda
sekillendirmek bolar (/2-nji surat).
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12-nji surat

3-nji teorema. Eger a<b we c islendik san bolsa, onda
a+c<b+c.

(a+c)—(b+c) tapawudy 6zgerdelin: (a+c)—(b+c)=a—b.

Serte gord a < b, sona gord-de, a—b — otrisatel sandyr. Diymek,
(a+c)—(b+c) tapawut hem otrisateldir. Seylelikde, a+c < b+c. Diy-
mek, eger dogry densizligin iki bolegine-de sol bir san gosulsa, onda
dogry densizlik alnar.

4-nji teorema. Eger a <b we c polozitel san bolsa, onda ac <bc.
Eger a <b we c otrisatel san bolsa, onda ac > bc.

a < b bolyandygy sebépli, a—b otrisatel sandyr.

Eger ¢>0 bolsa, onda c(a—b) kopeltmek hasyly otrisateldir,
diymek, ac <bc. Eger ¢<0 bolsa, onda c(a—b) kopeltmek hasyly
poloziteldir, diymek, ac > bc.

Bolmegi bolija ters bolan sana kopeltmek bilen calgyrmak
bolyandygy sebépli, yokardaky yaly hésiyet bolmek tigin hem dogru-
dyr. Seylelikde, eger dogry densizligin iki bolegi-de sol bir polozitel
sana kopeldilse ya-da boliinse, onda dogry densizlik alnar.

Eger dogry densizligin iki bolegi-de sol bir otrisatel sana
kopeldilse ya-da boliinse we densizligin belgisi garsylykly belgé
calsyrylsa, onda dogry deiisizlik alnar.

S| =

Netije. Eger a we b — polozitel san we a<b bolsa, onda % >
a<b densizligin iki bolegini-de ab polozitel sana bolelin: ;—b < a_bb'

N R W 151
Droby gysgaldyp alarys: b < g yagny > b

Densizlikleriit garalyp gecilen hisiyetleriniii peydalanylysyna
mysal getirelin.
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Mysal.

Eger 54,2 <a<54,3 bolyandygy milim bolsa, onda tarapy a bolan
dentaraply tigburclugyn perimetrine baha bermeli.

Tarapy a bolan dentaraply ticbur¢lugyn perimetri P=3a formula
bilen hasaplanylyar. 54,2 <a we a <54,3 densizliklerin her birinin iki
bolegini-de 3-e kdpeldelin we netijini ikigat densizlik gorniisinde
yazalyn:

54,2:3<3a<54,3-3. 162,6<3a<162.9.
Diymek, berlen tigcburglugyn P perimetri 162,6 mm-den uludyr, emma
162,9 mm-den kigidir.

Goniikme

Dersizligi subut etmeli:

C2+1> 2_ . c <l
a) 7 26 ¢)a —6a+ 14 > 0; e)c2+1_2.

b) 6>+ 70 > 16b; d)a’—a <504 — 15a + 1;

§2. San deiisizliklerini gogsmak we kopeltmek

San densizliklerini agzama-agza gosmak we kopeltmek barada-
ky teoremalara garalyn.

5-nji teorema. Eger a <b we c <d bolsa, onda a+c <b+d.
a<b densizligin iki bolegine-de ¢ sany gosup, a+c < b+c alarys. c<d
deitsizligin iki bolegine-de b sany gosup, b+c<b+d alarys. a+c<b+c
we b+c < b+d densizliklerden a+c < b+d gelip ¢ykyar.

Ikiden kop densizlikler agzama-agza gosulanda hem teorema
dogrudyr. Seylelik bilen, eger birmenzes belgili dogry deiisizlikler
agzama-agza gosulsa, onda dogry densizlik alnar.

6-njy teorema. Eger a<b we ¢ <d bolsa, bu yerde a, b, c we d
polozitel sanlar, onda ac <bd.
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a <b densizligin iki bolegini-de ¢ sana kopeldip, ac<bc alarys.
c<d densizligin iki bolegini-de b polozitel sana kopeldip, bc<bd ala-
rys. ac <bc we bc < bd densizliklerden ac < bd gelip ¢ykyar. Ikiden
kop densizlikler agzama-agza kopeldilende hem teorema dogrudyr.
Seylelik bilen, eger cep we sag bolekleri polozitel sanlar bolan bir-
menzes belgili dogry deinisizlikler agzama-agza kopeldilse, onda dog-
ry densizlik alnar.

Eger a<b we c¢<d densizliklerdéki a, b, c we d sanlaryn arasynda
otrisatelleri bar bolsa, onda ac < bd densizlik nddogry densizlik bol-
yandygyny belldlin. Meselem, -3 <-2 we —5 <+6 dogry densizlikleri
agzama-agza kopeldip, 15 <—12 densizligi alarys, ol bolsa dogry den-
sizlik déldir.

Netije. Eger a we b sanlar poloZitel we a <b bolsa, onda a” <b"
(n — natural san). Subut edilen hisiyetler jeme, tapawuda, kopeltmek
hasylyna we paya baha bermek {i¢in peydalanylyar.

Goy, 15 <x<16 we 2 <y <3 bolyandygy méalim bolsun. x+y jeme,
x—y tapawuda, xy kopeltmek hasylyna we % paya baha bermeli.

1. x+y jeme baha berelin.

Derisizlikleri agzama-agza gosmak baradaky teoremany 15<ux
we 2<y densizliklere, sofira x<16 we y<3 densizlikleri ulanyp,
17<x+y we x+y <19 alarys. Netijani 17 <x+y<19 iki gat densizlik
gorniisde yazmak bolar. Gysgaca yazylysy:

15 <x< 16
+
2 <y< 3
17 <x+y< 19.

2. x—y tapawuda baha berelin.
Onun li¢in x—y tapawudy x+(—y) jem gorniisinde yazalyn. Ilki —y
afilatma baha berelin. 2 <y <3 bolyandygy iicin, —2>—-y>-3, yagny
—3<—p<-2. Indi densizlikleri agzama-agza gosmak baradaky teore-
many ulansak:
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15 <x< 16
_|_

—3<—y< =2
12 <x—y< 14.

3. xy kopeltmek hasylyna baha bermeli:

15 <x< 16
X

2 <y< 3
30 <xy< 48.

4. % paya baha bermeli. Onun iigin % payy x % kopeltmek ha-

syly gorniisinde yazalyn.

15 <x< 16

X

1 1 1

3y 2

5<%<8.

y

Ilki % anlatma baha berelin, 2 <y <3 bolany {i¢in % > % > %, yagny
111
3 > y > 5

Goniikmeler

1. 6<x<7 we 10<y <12 bolyandygyny bilip, baha bermeli:
a) x+y; b) x-; ¢) xy; d) >

2.1,4< /2 <1,5we 1,7 < +/3 < 1,8 bolyandygyny bilip baha
bermeli:

a) V2 ++v/3; b vV2-V3; ¢v2:-vV3; d)v/2:/3.
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§3. San aralyklary

Koordinata goni ¢yzygynyi iistiinde —3 we 2 koordinataly nokat-
lary bellélin (/3-nji surat). Eger nokat olaryn arasynda yerlesen bolsa,
onda ona —3-den uly we 2-den kigi san degislidir.

v

-3 X 2 X
13-nji surat

Tersine hem dogrudyr: eger x san —3 <x<2 serti kanagatlan-
dyryan bolsa, onda ol -3 we 2 koordinataly nokatlaryii arasynda yatan
nokat bilen sekillendirilyér.

—3 <x <2 serti kanagatlandyryan dhli sanlaryn kopliigine san ara-
lygy ya-da yone —3-den 2-4 cenli aralyk diyyarler we seyle belgilen-
yar: (=3;2); okalysy:

»—3-den 2-d ¢enli aralyk®. Ol aralyk ¢yzgy bilen sekillendirilyar
(14-nji surat).

14-nji surat

—3<x<2 we -3<x<2 ikigat densizlikleri yerine yetiryén sanlaryn
kopliigini [-3;2) we (-3;2] gornilisde belgilenydr we seyle okalyar:
»—3-1 0z i¢ine alyp, —3-den 2-d ¢enli aralyk®; ,,2-ni 6z igine alyp,
—3-den 2-4 ¢enli aralyk® (15-nji surat).

Kz > 13

- ; L [3)
2 A > 3:2
73 2 X (7 ) ]

15-nji surat

Koordinata goni ¢yzygynyn iistiinde 6 koordinataly nokady bel-
1alin (/6-njy surat). Eger x san 6-dan uly bolsa, onda ol sol nokatdan
sagda yatan nokat bilen sekillendirilyar.
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16-njy surat

x> 6 serti kanagatlandyryan &hli x sanlaryn kopliigi 6 koordina-
taly nokatdan sagda yerlesen yarym goni ¢yzyk bilen sekillendirilyar
(17-nji surat).
=
6 ’x

17-nji surat

Ol kopliigi 6-dan plyus tiikeniksizlige ¢enli aralyk diyyérler we
seyle belgilenilyér: (6; +o).

x> 6 densizligi kanagatlandyryan sanlaryn kopliigi 6 koordinata-
ly nokady 6z ig¢ine alyp, yarym goéni ¢yzyk bilen sekillendirilyar
(18-nji surat).

W7 >

6 X
18-nji surat
Ony seyle belgileyérler: [6; +©), okalysy: ,,6-ny 0z icine alyp,

6-dan +oo-e ¢enli aralyk®. x <10 we x < 10 denisizlikleri sekillendirelin
(19-njy surat).
7

>
10 X
10 X

19-njy surat

Bu kopliikler degislilikde (—o0;10) we (—o0;10] gorniisde bellenil-
var, okalysy: ,,minus tiikkeniksizlikden 10-a c¢enli aralyk®, ,,10-y 6z
icine alyp, minus tiikeniksizlikden 10-a ¢enli aralyk*.
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Hakyky sanlaryn kopliigi tutus koordinata goni ¢yzygy bilen
sekillendirilyér. Ol seyle belgilenyér: (—oo; +00).

7 .
™

20-nji surat

Cyzgyda [1;5] we [5;7] aralyklar sekillendirilen (20-nji surat).
[3;5] aralyk olaryn umumy boélegidir. Kébir 4 we B kopliiklerin umu-

------

— ANB yaly bellenilyér. Onda:

[L;5]1N[3;7]=(3;5].
[0;4]N[8;10]=Q (21-nji surat).

0 4 8 10 X

v

21-nji surat

Goniikme

San aralyklarynyn kesigsmesini we birlesmesini tapmaly:
a) (-3;+00) we (4;+0);

b) (—0;2) we (0;+00);

¢) (—0;6) we (—0;9);

d) [1;5] we [0;8].

§4. Uytgeyin bir ululykly defisizliklerin céziilisi

Sx—11> 3 densizlik iiytgeydn x ululygyn kibir bahalarynda dogry
san densizligine owrllyér, beyleki bahalarynda bolsa dogry san
densizlige owriilmeyar. Meselem: x=4 bolanda 5x—11>3 deisizlik
5-4—11>3 dogry densizlige, x =2 goysak, onda dogry dal 5-2—11>3
densizlige owrllyér. 4 san 5x—11>3 densizligin ¢éziiwi ya-da sol
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laryn densizligin ¢oziiwleridigini barlamak kyn déldir. 2; 0,5; —5 san-
lar sol densizligin ¢oziiwleri dildir.

Kesgitleme. Uytgeyin bir ululykly defisizligin ¢oziiwi diyip,
ony dogry san deisizligine dwiiryén tiytgeyédn ululygyn bahasyna ay-
dylyar.

Deiisizligi ¢6zmek — onuit hemme ¢ézliwini tapmak ya-da olaryn
yokdugyny subut etmek diymekdir.

Sol bir ¢oziiwleri bolan densizliklere dengiiy¢li densizlikler
diyilyar. Coztiwleri yok bolan densizlikler hem dengiiy¢li denisizlikler
hasaplanyar.

Densizlikler ¢oziilende asakdaky hisiyetler peydalanylyar:

1) Eger densizligin bir boleginden gosulyjy garsylykly alamaty
bilen beyleki bolegine gegirilse, onda ona dengiiycli bolan densizlik
alnar.

2) Eger densizligin iki bolegi-de sol bir polozitel sana kopeldilse
ya-da bollinse, onda ona dengiiy¢li bolan densizlik alnar.

Eger densizligin alamaty garsylykly alamata dwriilip, onun iki
bolegi-de sol bir otrisatel sana kopeldilse ya-da boliinse, onda ona
dengiiycli bolan densizlik alnar. Meselem: 18+6x>0 densizlik
6x>—18 densizlige dengiiy¢liidir, 6x>—18 densizlik bolsa x >-3 den-
sizlige dengiiyclidir.

Densizliklerin gorkezilen hasiyetlerini san densizliklerin hési-
yetlerine dayanyp, subut etmek bolar. Densizliklerinn ¢oziilisine my-
sallar getirelin.

1-nji mysal. 16x>13x+45 densizligi ¢cozmeli.

16x—13x>45, 3x>45, x> 15, (15;+0) (22-nji surat).

Gz,
15 X

22-nji surat

2-nji mysal. 15x—23(x+1)>2x+ 11 densizligi ¢cézmeli.
15x—-23x—-23>2x+11

15x—-23x—-2x>11+23

—10x>34
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x<-3,4, (—0;-3,4) (23-nji surat).

T
34 X

23-nji surat

3-nji mysal. %—% < 2 densizligi ¢ozmeli.

% 6 — % 6<2:6, 2x—3x <12, x <12, —x> 12, (—=12;+00).

Garalyp gecilen mysallaryn her birinde biz berlen denisizligi ax>b,
va-da ax <b (bu yerde a we b kébir sanlar) gorniisddki dengiiy¢li
deiisizlik bilen ¢alysdyk. Seyle gorniisdéki densizliklere iiytgeyén bir
ululykly ¢yzykly densizlikler diyilyar.

Getirilen mysallarda biz iiytgeydn ululygyin yanyndaky koeffi-
siyenti nola dent bolmadyk ¢yzykly densizlikleri aldyk. Deiisizlikler
coziilen mahalynda bizin 0-x > b ya-da 0-x <b gorniisdiki ¢yzykly
deiisizlige dus gelmegimiz miimkindir. Seyle gorniisddki densizligin,
diymek, degisli basdaky densizligin-de ya ¢oziiwleri yokdur, ya-da
islendik san olaryn ¢oziiwidir.

4-nji mysal. 2(x+8)—5x <4 —3x denisizligi ¢6zmeli.

2x+16-5x<4-3x

2x—-5x+3x<4-16

0x<-12

0 <-12 demsizligin dogry déldigi iigin densizligii ¢6ziiwi yokdur.
Diymek, ona denigiiy¢li bolan berlen densizligiit hem ¢oziiwi yokdur.

Goniikme

Densizligi ¢ozmeli:
a)42-3x)—(5—x)>11—x;
b) 2(3-2)-3(2+z)<z;
¢)2,52-2)-1,5(v-4)<3—y;
d)x-2>47(x-y2)-2,7(x—1);
e)3,2(a—6)—1,2a<3(a-3).
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§5. Uytgeyin bir ululykly deiisizlikler ulgamynyi coziilisi

Mesele. Pyyada obadan 20 km uzaklykda yerlesen demir yol
duralgasyna tarap ¢ykyp ugrapdyr. Eger pyyada tizligini 1 km/sag
artdyrsa, onda ol 4 sagatda 20 km-den kop uzaklygy gecer. Eger tiz-
ligini 1 km/sag azaltsa, onda ol 5 sagatda duralga yetip hem bilmez.
Pyyadanyn tizligi ndge?

Goy, pyyadanyn tizligi x km/sag bolsun. Eger pyyada (x+1) km/sag
tizlik bilen gitse, onda 4 sagatda ol 4(x+1) km gecer. Meselédnin serti
boyunca 4(x+1)>20. Eger pyyada (x—1) km/sag tizlik bilen gitse, onda
5 sagatda 5(x—1) km geger. Meselénin serti boyunga 5(x—1) <20 x-inl
4(x+1)>20 deiisizlik, seyle hem 5(x—1)<20 deisizlik dogry bolan-
daky bahasyny tapmak, yagny ol densizlikleriit umumy ¢6ztiwini tap-
mak talap edilydr. Seyle halatlarda deinisizlikler ulgamyny ¢6zmek
gerek diyip aydylyar we {4(9“ +1) > 20 yazgy peydalanylyar.

S5—1) <20

Ulgamyg hfr bir densizligini onla denigiiy¢li bolan densizlik bilen
X )
calsyryp {x <5 ulgamy alarys.

Diymek, x-iii bahasy 4 <x <5 serti kanagatlandyrmalydyr.

Jogaby: pyyadanyn tizligi 4 km/sag-dan uly, emma 5 km/sag-dan
kigidir.

Kesgitleme. Uytgeyin bir ululykly defisizlikler ulgamynyti ¢6-
ziiwi diyip, tiytgeydn ululygyn ulgamyn deiisizlikleriniii her birinin
dogry bolan mahalyndaky bahasyna aydylyar.

Ulgamy ¢ozmek — onun dhli ¢éziiwini tapmak ya-da olaryn yok-
dugyny subut etmek diymekdir.

Derisizlikler ulgamynyn ¢o6ziilisiniit mysallaryna garalyn.

1-nji mysal. Densizlikler ulgamyny ¢ozmeli: {296 —1>6,
5—-3x>—-13.
2x > 7, x> 3’5’
Alarys: { 3> 18 Bu yerden: {x <6
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x>3,5 we x<6 densizlikleriii her birini kanagatlandyryan x-iii
bahalary ulgamyn ¢oziiwleridir (24-nji surat).

(3,5; +o0)N(—o0; 6)=(3,5; 6) ya-da 3,5 <x<6.
Jogaby: (3,5; 6).

7

N x’
3,5 6
24-nji surat
2-nji mysal. Defisizlikler ulgamyny ¢ozmeli: {3)6 —2 > 25,
1 —x<0.
Alarys: 3x > 27, {x > 9, (9;+0), (1;+00).
—x <-1 x>1.

(9; +00)N(1; +00)=(9; +0) (25-nji surat).

G

1 SN\
25-nji surat
3-nji mysal. Deisizlikler ulgamyny ¢dzmeli: 2—-x>0,
0,2x—1<0.
Alarys: | =% 7~ 2 {x <2 (0p2), (o05).
0,2x < 1 x <5.

(—00;2)N(—00;5)=(—00;2) (26-njy surat).
Jogaby: (—0;2).
Z
) 5 > x
26-njy surat
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I —5x > 11,

4-nji mysal. Densizlikler ulgamyny ¢6zmeli: {
6x — 18 > 0.

Alarys:
6x > 18; x> 3.

(—00;=2)N(3; +0)=Q (27-nji surat).
Jogaby: ¢ozliwi yok.
2 o
-2 3

27-nji surat

5-nji mysal. Ikigat denisizligi ¢ozmeli: —1 <3 +2x <3.
Ikigat densizlik densizlikler ulgamynyn basgaca yazgysydyr:
34 2x>—1,
{3 + 2x < 3.

Ony ¢ozlip, —2<x<0 bolanda iki densizligin hem dogrudygyny
taparys.

Su mysalda yazgyny asakdaky yaly alyp barmak amatlydyr:

—1<3+2x<3, —4<2x<0, —2<x<0.

Goniikmeler

Dersizlikler ulgamyny ¢ézmeli.

5+« 9—x (5a + 8
1.2— 7 <1- 4 . 3 —a < 2a,
1 _ 60 _6—15 -
\12 3(47 _x)<0' 1 i >a
(x—1 _ x—3 i _p—2
2.<—2 <—3 <2, 4.<2p s >4,
13x — 1 P D
T 70 2§56
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5a+ 8
5] 3
6 — 15a

1—T2a.

—a<2a,

. 1. . ) 2 (Lo ey [ 2.
Jogaplary: 1.(43350); 2.(2,7:6); 3.(15:9); 4.(216); 5.[11,2].

§6. Aralyklar (interwallar) usulyny ulanyp
derfisizlikleri ¢6zmek

Kwadrat densizlikleri kwadrat funksiyanyn grafiklerine salgy-
lanmazdan hem ¢6zmek miimkindir.

Mysal {igin, -3x*+5x+2<0 densizligi ¢6zmeli bolsun,
y=-3x+5x+2 kwadrat funksiya seredelin. Bu funksiyanyi x =— % we

x,=2 iki sany noly bar bolany sebipli ony y=—3(x+l)(x—2) yaly
yazyp bolar. x we x, sanlar bu funksiyanyn kesgitlenis yaylasyny ii¢

bolege, yagny (—oo;—%), (—%; 2) we (2; +oo) aralyklara bolyar. Bu

aralyklaryn her birinde seredilyédn funksiyanyn alamatynyn iytge-
mejekdigi dsgardir. (x+%) we (x—2) kopeldijilerin sol aralyklardaky

alamatlaryna baglylykda funksiyanyn bu aralyklarda alyan alamat-
laryny gorkezyén tablisa diizelin.

(o1 ] (-5:2) (2; +o0)

y:—3(x+%)(x—2)
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Bu tablisanyn sonky setirinden y=-3x?+5x+2 funksiyanyn
(—o0; —%) we (2; +oo) aralykda otrisatel, (—%;2) aralykda bolsa polo-

zitel bahalara eye bolyandygy goriinyar. Diymek, —3x?+5x+2<0

deiisizligin ¢oziiwlerini (—oo; —%) we (2; +oo) aralyklaryn birikmesi
gorniisinde yazyp bolar:

xe&(—o; —%) U (2;+).

Densizligi ¢6zmegiit yokarda beyan edilen usulyna aralyklar
hem ¢6ziip bolar. Mysal hokmiinde deiisizligiin ¢ep bolegi ¢yzykly
ikagzalaryn, kwadrat tigagzalaryn kopeltmek hasyly hem-de gatna-
syklary gorniisinde berlen hala garamak bolar:

(x+3)(2x*—-3)<0;
x=5)x+1)(x+2)>0;
(x—D(x*=2x+5)
3x—1

< 0 we s.m.

Bu deisizlikler rasional deiisizliklerdir. Aralyklar usuly ulany-
landa asakdaky tassyklamalardan ugur alynmalydyr.

1) (x+x,) ikagzalar (—o0; x,) we (x,; +o0) aralyklaryfi her birinde 6z
alamatlaryny tiytgewsiz saklayarlar.

2) ax*tbx+c kwadrat ligagzanyn iki sany nollary bar bolanda,
ony:

a(x—x,)(x—x,) gérniisde yazyp bolyandygy sebiépli (—0; x,), (x ; x,)
we (x,; +oo) aralyklaryf her birinde bu iigagza 6z alamatyny liytgew-
siz saklayar.

3) ax’+bx+c kwadrat ligagzanyn yeke-tak noly bar bolanda, ony
a(x—x,)* gornilisde yazyp bolyandygy sebépli (—o0; x) we (x,; +o0)
aralyklaryn her birinde bu licagza 6z alamatyny iiytgewsiz saklayar.

4) ax*+bx+c kwadrat iicagzanyn nollary yok bolsa, onda tutus
(—o0;+0) aralykda bu ligagza 6z alamatyny liytgewsiz saklayar.

Indi aralyklar usuly bilen rasional densizliklerin ¢ozilisinin
mysallaryna garalyn:
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I-nji mysal. (x+5)(x+1)(x—2) <0 densizligi ¢dzmeli.

y=(x+5)(x+1)(x—2) funksiya seredelin. Onun kesgitlenis yaylasy
(—o0;+0) san aralygydyr. (x+5), (x+1) we (x—2) kopeldijilerin nollary
bolanx =-35, x,=—1 we x,=2 sanlar funksiyanyn kesgitlenis yaylasyny
dort bolege, yagny (—oo; —5), (=5; —1), (=1; 2) we (2; +o0) aralyklara
bolyér. Bu aralyklaryn her birinde seredilydn funksiyanyn alamaty-
nyn Uytgemejekdigi dsgérdir. (x+5), (x+1) we (x—2) kopeldijilerin sol
aralyklardaky alamatlaryna baglylykda funksiyanyii bu aralyklarda
alyan alamatlaryny gorkezyin tablisa diizelin.

(-03=5) | (5= | (=152) | (25 +0)
(xt+5) — + +
(xt+1) - — + +
(x-2) — — — +
y=(x+5)(x+1)(x-2) - + - +

Bu tablisanyi soniky setirinden y= (x+5)(x+1)(x—2) funksiyanyn
(—o0; =5) we (—1; 2) aralyklarda otrisatel, (—5; —1) we (2; +o0) aralyk-
larda bolsa polozitel bahalara eye bolyandygyny goryiris. Diymek,
(x+5)(x+1)(x—2) <0 densizligin ¢oziiwleri (—oo; —5) we (—1; 2) ara-
lyklaryn birikmesi gorniisinde yazyp bolar: x & (—oo; =5)U( —1; 2).

2-nji mysal. (x*+4x+4)(3x+2)(1-x) < 0 densizligi ¢6zmeli.

(x*+4x+4) kwadrat {licagzanyf x, =-2 noly bar bolany sebipli
berlen denisizligi: (x+2)*(3x+2)(1—x) <0 gorniisde yazyp bolar.

Indi y= (x+2)*(3x+2)(1—x) funksiya seredelin.

02) | (~2-%) | (-51) | (3+0)
(x+2)? + + + +
(3x+2) - - + +
(1-x) + + + -
y=(x+2)*(3x+2)(1-x) - - + -
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Onun kesgitlenis yaylasy (—oo; +o0) aralykdyr. (x+2)%, (3x+2) we
(1—x) kopeldijilerifi nollary bolan x, =-2, x, = —% hem-de x,=1 san-
lar funksiyanyn kesgitlenis yaylasyny (—o0; —2), (-2; —%), (—%; 1)

we (1; +o0) aralyklara bolyar. Bu aralyklaryn her birinde seredilyén
funksiyanyn alamaty liytgemeyar. Argumentinn bahalary sol aralykla-
ryii birinden beylekisine gecende, funksiyanyn alamatynyn liytgeysi-
ni gérmek iicin asakdaky tablisany diizelin.

Bu tablisanyn sonky setirinden (x+2)*(3x+2)(1—x) <0 densizligin
¢Oziiwlerinin

X E (—00;-2)U(-2;— %)U(l ;+0) bolyandygyny gérmek bolyar.

L 2-x)(x*+1)

14 > 0 densizligi ¢ozmeli.

3-nji mysa
x>+ 1 kwadrat tigagzanyn nollary yokdur, (2—x) we (x+4) ikagza-
laryni nollary bolsa, x, =—4 we x, =2 sanlardyr.

2 —x)(x*+

y= + 4 D) funksiya seredelin. Bu funksiyanyn kesgitle-

nig yaylasy (—o0; —4)U(—4; +0) bolar, sebibi x, =—4 san onun kesgit-
lenis yaylasyna degisli ddldir. x, =—4 we x,=2 sanlar funksiyanyn
kesgitlenis yaylasyny (—oo; —4); (—4; 2) we (2; +o0) aralyklara bolyar.
Argumentiin bahalary bu aralyklaryn birinden beylekisine gegende,
funksiyanyi alamatynyn {iytgeysini gérmek iicin agakdaky tablisany
diizelin.

(o0 —4) (=42) (2; +o0)
2—x + + —
x*+1 + + +
x+4 — + +
y:(2—x)(x2+1) - + —
x+4
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2=-x)(x*+1)

Bu tablisanyn sonky setirinden + 4

densizligin ¢o-

ziiwlerinin x & (—4; 2) bolyandygyny goriinyar.

Goniikmeler

Aralyklar usulyndan peydalanyp deiisizligi ¢6zmeli.
1. (x+1)(x+3)>0.
2. x*—x-2<0.

3.2x—4)(3x+6)(x—7)>0.

(x —2)(x + 3)
4.%20.

5. (x—2)(x+ 2)(x—3) >0.
(x—=3)(x+4)(x—8)

§7. Nibellisi modul belgisinifi i¢inde bolan defilemeler

a= 0, bolsa a;

a sanyn moduly seyle tapylyar: ‘ a ‘ = {
a < 0, bolsa — a.

1-nji mysal. Denileméni ¢6zmeli:

|3x—5|=2.

Coziilisi.

Eger |a|=2 bolsa, onda a=2 ya-da —a=2.

Bu berlen deiilleménin asakdaky denlemelere dengiiycliidigini
anladyar:

3x-5=2we—-(3x-5)=2.

3x—5=2 denllemeden x; = % tapyarys.

—(3x—5)=2 denllemeden x, = 1 tapyarys.

Jogaby: x,=1, x, = %

50



2-nji mysal. Denleméni ¢zmeli:

|2x—8|=3x+1.

Cozilisi.

2x—8>0 bolsa, onda |2x—8|=2x—8 bolar we berlen deiileme
2x—8=3x+1 gorniise geler.
2x —8=0,

Muny asakdaky gorniisde § kbl:{
uny asakdaicy gomdsde yazmak bORr 15y g = 3x 1 1.

2x—8=3x+1 denllemédni ¢oziip x=—9 alyarys. x-ii bu bahasyn-
da 2x—8>0 densizlik yerine yetmeyér. Diymek, x-in tapylan baha-
sy deilleménin koki bolup bilmeyédr. Eger 2x—8<0 bolsa, onda
|2x + 8| =—(2x—8) bolar we berlen defileme 8 —2x=3x+ 1 gorniise geler.
2x — 8 <0,

Muny seyle yazmak bolar: {
8—2x=3x+1.

8—2x=3x+1 denlemeden x = 7 tapyarys.

5

%—8 < 0 densizlik dogry. Diymek, x =% berlen defileméniii
koki bolyar.

Jogaby: x = %

Goniikmeler

Denlemini ¢ozmeli.

L|3x—4|=1.
2. |x—2|=3.
3.|2x—3|=1.

4. |2x —x’=3|=1.
5. /0= 3x+3|=2
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§8. Nibellisi modul belgisinifi icinde bolan
defisizlikler we olaryn coziilisi

Niébellisi modul i¢cinde bolan defisizlikleri ¢6zmek {icin modulyni

eger f(x) = 0bolsa, onda f(x),

kesgitlemesi ulanylyar; |f(x)| {eger #(x) < 0 bolsa, onda — £(x)

Kibir yagdaylarda hakyky sanyil modulynyii geometrik many-
syndan peydalanmak amatlydyr. |a| belgili koordinata goni ¢yzygynda
hasap baslangyjy bolan O nokatdan a nokada ¢enli aralygy ainladyar.
la—b| koordinata goni ¢yzygynda a we b nokatlaryn arasyndaky uzak-
lygy anladyar.

Densizlik ¢oziilende asakdaky teorema esaslanyp densizligin iki
bolegini hem kwadrata gétermek usulyndan peydalanmak bolyar.

Teorema. Eger f(x) we g(x) funksiyalar x-i islendik bahala-
rynda dine poloZitel bahalary kabul edyin bolsa, onda f{x) > g(x)
we (f(x))? > (g(x))* densizlikler dengiiycliidir.

Bu teorema modully deiisizlikleri ¢ozmekde ulanylyar.

Goy, |[f(x)|>|g(x)| densizligi ¢c6zmeli bolsun.

fix) we g(x)-in kesgitlenis yaylasynda x-in islendik bahasynda
)| 20, g(x)| 20, /iy = (ffx))* we g(xf'=(g(x))’ gatnasyklar dogry
bolany ii¢in berlen defisizlik

(fx))*> (g(x))* densizlige dengiiycliidir.

1-nji mysal.

Ix—1| <2 densizligi ¢c6zmeli.

Coziilisi.

1-nji usul. |[x—1|-e koordinata goni ¢yzygyndaky x we 1 nokatlaryn
arasyndaky uzaklyk hokmiinde seretmek bolar (28-nji surat).

Diymek, bize koordinata goni ¢yzygyndan 1 nokatdan 2 birlik-
den az daslagan x-in dhli nokatlaryny gorkezmek gerek.

"z 7% .

»
T T T »
X

-1 1 3

28-nji surat
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Koordinata goni ¢yzygynyn isti bilen densizligin ¢oziiwler kop-
liiginil (—1;3) interwaldygyny gérmek bolyar.
2-nji usul. Densizligin iki bolegini hem kwadrata goterip, ona
dengiiy¢li bolan (x—1)* <4 densizligi alarys.
x?—2x-3 <0 densizligi ¢oziip, —1 <x <3 bolegini alarys.
3-nji usul. Sanyn modulynyn kesgitlemesine gori:
el eger x — 1 = Obolsa, x — 1,
x_ =
eger x — 1 < Obolsa,— (x — 1).
Sonun ii¢in berlen densizligi

x—1=20, [x—1<0,
x—1<2; |—-x—1) <2.

densizlikler ulgamy bilen ¢alsyrmak bolar. Birinji ulgamdan 1<x <3,
ikinji ulgamdan —1<x <I. Bu ¢6ziiwleri birikdirip alarys: (—1,3).

2-nji mysal.

|2x+5|>7 densizligi ¢ozmeli.

Cozilisi.

Berlen deiisizlikden: |x+2,5|>3,5. Bize koordinata goni ¢yzygy-
ndan —2,5 nokatdan 3,5 birlikden uly ya-da sona den aralykdaky x-ini
ahli nokatlaryny gorkezmek gerek (29-njy surat).

— : 4
-6 2,5 1 X
29-njy surat

Koordinata goni ¢yzygyi komegi bilen x<—6; x>1 ¢ozliwi tapyarys.

3-nji mysal.

[2x— 1| <|3x+ 1] detisizligi ¢6zmeli.

Cozilisi.

Densizligin iki bolegini hem kwadrata goterip, ona dengiiycli
bolan (2x—1)?<(3x+ 1)*densizligi alarys. Sonky densizligi 6zgerdip
(5x*+10x)>0 alarys.

Densizligi ¢oziip, alarys: (—o0;0) U (2;+ o).
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4-nji mysal.

|2x+4| < 3x+2 densizligi ¢ozmeli.

Coziilisi.

Eger (2x +4)>0 bolsa, onda densizlik 2x +4 <3x+2 gorniige
eye bolar. 2x+4 <0 bolsa, onda |2x +4|=—(2x +4) bolar we defisizlik
—(2x +4)<(3x+2) gorniise geler. Seydip berlen deiisizligi iki sany
densizlikler ulgamy bilen ¢alsyrmak bolar.

{2x+420, {2x+4<0,

2x+4=<3x+2; [—2x+4)=<3x+2.

Birinji ulgamdan x>2 tapyarys. Ikinji ulgamyi ¢oziiwi yok.
Diymek deiisizligin ¢oztiwler kopliigi [2;+0) s6hle bolar.

Nébellisi modul belgisi iginde bolan densizlikleri ¢dzmegin
asakdaky usulyna seredelin.

Goy, bir nébellili iki densizlik berilsin:

f(x)>0, (1)
g (x)>0. 2)

(1) densizligin ¢oziiwler kopliigini 4, (2) densizligin ¢oziiwler
kopliigini B bilen belldlin.

Eger bir wagtda (1) we (2) densizlikleri kanagatlandyryan sanla-
rynl kopliigini tapmaly bolsa, onda 4 we B kopliiklerin kesismesini
tapmaly diyilyédr: C =ANB.

(1) we (2) densizlikler figuraly yay bilen birlesdirilyér:

J) >0,

{g(X) >0

Eger (1) ya-da (2) densizliklerin ¢ozliwler kopliigini tapmaly
bolsa, onda 4 we B kopliiklerin birlesmesini tapmaly: D = ANB.

(1) we (2) densizlikler kwadrat yay bilen asakdaky yaly yazylyar

------

fx) >0,
g(x)>0.

Diymek, hacan-da kesisme gozlenyén bolsa, onda ona ,,ulgam”

------
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Bu diisiinjeleri tablisada aydyn sekillendirmek bolar.

Ulgam Toplum
Kesigme Birlesme
Densizlikler ,,we” s0zi bilen Deiisizlikler ,,ya-da” s6zi bilen
baglanysdyrylan baglanysdyrylan

Mysal islenende, kopleng, ulgam we toplum diisiinjelerinii kom-
binasiyasy ulanylyar, seyle yagdayda yaliiyslyklar bolmazlygy {i¢in
yokarda girizen bellemelerimizden 6rén iinsli peydalanmaly.

Nabellisi modul belgisi i¢inde bolan densizlikleri adaty usulda
¢ozmek iicin modulyn kesgitlemesinden peydalanylyar. Ol diizgiin
asakdakydan duryar:

x| {x, eger x = 0 bolsa,
—x,eger x < 0 bolsa.

Modulyn kesgitlemesine gord, liytgeyan ululygyn alyp bilyan
bahalarynyn kopliigi kesismeyin bolek kopliiklere boliinyér, bu bolek
kopliiklerin her birinde modul belgisi icinde bolan funksiya 6z ala-
matyny saklayar.

Modulyn kesgitlemesi ulanylandan son, berlen densizligiii ¢o6zii-
lisi densizlikleriii toplumynyn ¢oziilisine getirilydr. Aydanlarymyza
mysal getirelin.

Densizligi ¢ozmeli: [x— 1|+ |x—2|>3 +x.

San okuny kesismeyin aralyklara bolelii:

(—o0; 1), [1; 2), we [2; +o0). Bu aralyklaryn her birinde x—1 we
x—2 anlatmalar alamatyny saklayarlar. Moduly agmak bilen asakdaky
densizliklerin toplumyny alarys:

[[x < 1,
{—(x—l)—(x—2)>3+x,
{1§XS2,
x—1)—-—(x-=-2)>3+x,

{x22,
x—1D+x=2)>3+x.
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Yokarky ulgamyii ¢Oziiwi  (—o0;1)N(—0;0)=(—o0;0) aralyk
bolar, ortaky ulgamyn c¢oziiwi yok, asakdaky ulgamyn ¢6zii-
wi [2;+00) N (6;100) = (6;0) aralyk bolar.

Tapylan aralyklary birlesdirip deiisizlikler toplumynyn ¢6ziiwini
alarys: (— 00;0) U (6;00).

Jogaby: (— 00;0) U (6; + oo).

Deiisizligi seyle usulda ¢ozmek kop sany aralyklara seretmek
arkaly amala agyrylyar. Mundan basga-da [|3*+4x—9|—8| gorniisli mo-
dullary agmak kyngylyklaryny doredyar.

Naébellisi modul belgisi icinde bolan densizlikleri asakdaky yone-
key teoremadan peydalanyp ¢c6zmek amatlydyr:

Teorema:

D) [flx)| <gx) < {f(x) < g(x),

) == g(x).

2) [fix)| > g(x) = {f (x) = g(x),
Fx) <—g(x).

Bu teorema moduly agmak bilen yeiiil subut edilyar.
Goy, x,mysal li¢in, |f{x)| < g(x), defisizligif ¢6ziiwi bolsun, yagny
Ax,) [ =gCx,). 3)
Onda g(x,)=>0. Eger f(x))>0 bolsa, onda [fix)| =fx,) we (3)
deiisizlik asakdaky gorniise eye bolar:

Sx)) <g(xy) 4)
Yone Sfx,) =0 we g(x,) >0 bolany tigin,
fx,) =—g(x,) (5) bolar.
Bu bolsa (4) we (5) densizliklerden x -y
{f(x) < g,
Jl) =—gx)

ulgamyn ¢oziiwidigi gelip ¢ykyar. Eger f{x))<0 bolsa, on-
da |fx))|= —flx,) we (3) detisizlik —f(x)) <g(x,) gbrniise eye bolyar,
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bu bolsa (5) deinsizlige dengiiy¢liidigini gorkezyar. (4) densizlik bu
yagdayda f(x))<0, g(x,) >0 sertlerden gelip ¢ykyar.

Teoremanyf 2-nji bolegini 6zbasdak subut edif. Yokardaky teo-
rema ,,<” berk dil densizlik ,,<” berk densizlige ¢alsyrylanda hem dog-
rudyr.

Teoremadan peydalanyp mysallar ¢ozelini.

1. Densizligi ¢ozmeli:

2x+1|>x+4.

Cozilisi:
xt1|2x+4 o 2x+ 2 = x + 4, @{x22,
2x+2<-—x-—4; x<-2.
Jogaby: [2;00) U (—o0;-2].
2. Detisizligi ¢cozmeli:
x—2|<2x*—9x+9.
Coziilisi:

2 < 2 _ 2 =
|x—2|§2x2—9x+9<:>{x 2520 - 9x +9, @{296 10x + 11 =0,

Xx=22-2x"+9% -9 [2x*—8x+7=0.
Coziiwler kopliigini diirli reikler bilen strihlép alarys (30-njy surat).
4-J25-/3 5+v2 5443
2 2
4 X

30-njy surat

v

3. Deiisizligi ¢6zmeli:
x—1|+-2|>3 +x.
Cozilisi. Teoremany iki gezek ulanalyn:
|X*1|+|X*2|>3+X<=> x—1>3 +x—|x— 2,
x—1<-3—-x—|x-2

K
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x—22>4, x—2 >4,

Slx—21>4, x—2<—4, x—2<—4,
x—2[>2x+2, |[¥=2>2x+2, |x-2>2x+2,
x—2<-2x-2[x-2<—-2x-2.
x> 6,
x<-—2, [x>6,
54
x <-4, [x<O.
x < 0.

Jogaby:(—0;0)U(6;+0).

Hizire cenli ¢dzen mysallarymyzy moduly agmak arkaly ¢oz-
mek hem kyn déldir. Indiki ¢6zjek mysalymyzy bolsa sol usul bilen
¢ozmek kyn bolyar, ony yokardaky teoremadan peydalanyp ¢6zmek

amatlydyr.
4. Densizligi ¢cozmeli:
|3+ 4x—-9|-8|<3"—4x—1.
Cozilisi. Teoremany iki gezek ulanmak arkaly alarys:
3" +4x-9|-8|<3 —4dx— 1o
34+ 4x —9< 3" —4x + 7,
f+4x—ﬂ53“—M+7,¢$ 3 +4x—9>—3"—dx+7,
3x+4x_9’2_3x_4x+9’ 3+ 4x—9=>—-3"+4x+9,
3+ 4x —9<3"—4x + 09,

{xSZ, x<2,
3X213<:> {XZO,
{y29, {le

x=<0, x=<0.
Seylelikde, ulgamyn ¢oziiwi asakdaky kopliik bolar:

[0;2]N ((—o0;0]U[2; + o)) = {0;2}.
Jogaby:{0;2}.

|
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Goniikmeler
1. Detisizligi ¢ozmeli:
a) |34+ 21x+ x| <—1; d) [4—3x< L
b) [2x—-3|>1; e) [2x—1|<|x+3|.
¢)3—x|+2x+4|—|x+1|=2x+4;
2. Densizligi ¢ozmeli:

a) 2x—x*-3|>1; d) x> +4x+3|>x+3;
b) [x*—3x+3[<2; e) x> —6x+8/<4—x.
Q) Wra-2>|1+3

=

3

Rasional gorkezijili derejeler

§1. Kok barada diisiinje

Taraplary a sm bolan kwadratyin meydany a? bilen hasaplanyar:
S=a’
Mysal {igin, @ =2, 3,4 bolanda degislilikde, S, =2°=4, §,=3’=9,
S,=4’=16.
Eger kwadratyn tarapyny 2 esse artdyrsak, meydany 4 esse artar.

Eger kwadratyn tarapyny 3 esse artdyrsak, onda onuil meydany 9 esse
artar.

Tarapy a sm bolan kubun géwriimi /= a’ formula bilen hasaplan-
yar: a=2,3,4 sm bolanda kubufi géwriimini tapmaly. V', =2°=8 (sm’),
V,=3*=27 (sm®), V,=4= 64 (sm’) bolar.
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Mesele: Kubun tarapyny 2 esse artdyrsak, onun gowriimi nige
esse artar?

Meseléni ¢6zmek iigin basdaky kubuii gowriimini V', =a’ diyip
alsak, onda tarapy 2a bolan kubufi gowriimi V,=(2a)’=8a’=8V
bolar, bu yerde V| — basdaky kubufi gowriimi, V, — tarapyny 2 esse
artdyryp alnan kubuil gdwriimidir. Alnan diislinjeler boyunga seyle

gornilisdéki tablisany diizmek bolar:

Kw.tarapy Meydany Gatnasygy
a @’ 1
2a 4a? 4
3a 9a® 9
na n* a? n?
Tarapy Kubui gowriimi Gatnasygy
a a’ 1
2a 8a° 8
3a 2743 27
na nal n’

Derejd gotermek amalyna ters amala kok almak diyilyar.

@*=27;a=y27=3;

Yy =-32;y=%—-32=-2.

Kesgitleme. a sandan alnan n-nji derejeli kok diylip, n-nji de-
rejesi a sana den bolan sana aydylyar.

Va= x; X"=a.

Polozitel sandan alnan jiibiit derejeli kokiin hakyky sanlar bolan
iki garsylykly bahasy bardyr.

V49 =17, sebiibi (+7)>=49;

4/81 =3, sebibi (+3)*=81.

Tdk derejeli kokiin alamaty kok asagyndaky sanyn alamatyna
dendir.

¥V 64=4, sebibi 4°=64;

V¥ —32=-2, sebibi (-2)°=-32.
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Otrisatel sandan alnan jiibiit derejeli kok hakyky san bolup
bilmez.

J—9#+3, sebibi (+3)°#-9.

Seyle koklere hyyaly sanlar diyilyar.
Kesgitleme. Otrisatel ddl sandan alnan jiibiit derejeli kokiin ot-
risatel ddl bahasyna arifmetik kok diyilyar.

Meselem, v16=4, 4/81=3.
Geljekde dine arifmetik koke seretjekdiris.
Goniikmeler

1. Anlatmanyn manysy barmy:

a) ¥—19; ¢) ¥/—0,28; e) V= 5;

b Y(=3% DY YD

2. Anlatmanyn bahasyny tapyi:

a) ¥V'—32; ¢) V-1 e) V32 +V-8;

b) —4%/27; d) —24/81; 4) V625 —%/—125.

§2. n-nji derejeli arifmetik kokiif hisiyetleri

1-nji teorema. Otrisatel dil kopeldijilerin kopeltmek hasylyn-
dan n-nji derejeli kok sol kopeldijilerden alnan n-nji derejeli
koklerin kopeltmek hasylyna dendir, yagny a>0, >0 bolsa,
onda

“ab ="a-"b (1)
denlik dogrudyr.
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Subudy.

Goy, a>0, b>0 bolsun, onda “Vab we Va-"Vb anlatmalaryi
manysy bardyr. Indi Va Vb =0 we (Va-Vb) = ab. sertleriniii
yerine yetyindigini gorkezelin. Va Vb anlatmanyi bahasy otrisatel
déldir, sebédbi arifmetik kokiin kesgitlemesine gord Va=0 we
Vb > 0. Seyle hem natural gorkezijili derejénin hésiyetine goré

(Va-Vb) =" a)(Vb) = ab.

Diymek, #n-nji  derejeli kokiin  kesgitlemesi  boyunca
Vab =" a -V b deilik dogrudyr.

I-nji mysal. ¥16-625 anlatmanyn bahasyny tapalyn.
Kopeltmek hasylyndan alnan kok baradaky teoremadan alarys:

/16625 = 416 -4/625 = 2-5 = 10.

2-nji teorema. Kopeldijilerinn sany ikiden kop bolan yagday
iicin dogrudyr:

Vay tye-a =" a -V ar " a; (k>2 islendik natural san).

Netije. Bu deiiligi sagdan ¢cepe okamak bilen, biz birmenzes
gorkezijili kokleri kopeltmegin diizgiinini alarys:

nﬁ'n@‘..."v;k =Va - a- .. a.
Birmeiizes gorkezjili kokleri kopeltmek iicin, kokin gorkeziji-
sini onkiiligine galdyryp, kok asagyndaky ailatmalaryn kopeltmek
hasylyndan kok almak yeterlikdir.

2-nji mysal. v2 V3 V6 =v2-3-6 = /36 = 6.

3-nji teorema. Sanawjysy otrisatel ddl we maydalawjysy po-
lozitel san bolan drobdan alnan n-nji derejeli kok sanawjydan
alnan sol derejeli kokiin maydalawjydan alnan sol derejeli koke
béliinmeginden yeten paya dendir.
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a>0 we b>0, bolanda

E=Ye @)
Subudy.
(2) denligi subut etmek {i¢in
n/ay _ a
(VB =%

deiiligiit dogrudygyny gorkezmek yeterlikdir.
Droby derejéd gotermegin diizgiini we n-nji derejeli kokiin kesgit-
lemesi boyunga alarys:

(jay Ay a
bl /by b

Seylelikde, teorema subut edildi.

a>0 we b>0 diylip edilyin talap dinie » jiibiit bolanda esaslydyr.

Eger-de n tik bolsa, onda (2) formula @ we b sanlaryn otrisatel baha-
lary li¢in hem dogrudyr.

3-nji mysal. ,/ % afilatmanyn bahasyny tapalyn.

16 _ /16 _ 4
257 /25 5

4-nji mysal. 3 —% anlatmanyn bahasyny tapalyi.

/64 _V-64 _—-4__ 4
27 37 3 T3

etije. ” a_xYa enligi sagdan ¢epe okamak bilen, bir-
Netij zngdlggd pe okamak bilen, b

mernizes gorkezijili kokleri bolmegin diizgiinini alarys:
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Birmernzes gorkezijili kokleri bolmek iicin, kokiin gorkeziji-
sini onkiiligine galdyryp, kok asagyndaky anlatmalaryn payyn-
dan kok almak yeterlikdir.

. V21 _ /27 _ o _
5-nJ1mysal.ﬁ— ?—@—3.

4-nji teorema. Gorkezijisi kokiin gorkezijisine galyndysyz
boliinyén polozitel sanyn derejesinden kok almak iicin derejéinin
esasyny onkiiligine galdyryp, kok asagyndaky anlatmanyn gor-
kezijisini kokiin gorkezijisine bolmek yeterlikdir.

Subudy.

Goy, a erkin polozitel san, m we n natural sanlar, 6zi hem m san
n sana galyndysyz boliinydn bolsun. Onda

Va" = ar 3)

bolyandygyny subut edelil. Derejdni dereja gétermegin diizgiini esa-
synda alarys:

(a% ' = a% = am'
6-njy mysal. V2° = 2> = 4;4/3* =32 =9,
5-nji teorema. Otrisatel dil sandan alynyan koki dereja go-

termek iicin, kokiin gorkezijisini iiytgetmin, kok asagyndaky
sany sol dereji gotermek yeterlikdir, yagny a >0 bolanda

(Va)' ="a". 4
Hakykytdan-da,
(Va)y = «/7 \/7 «/7 va-a-...lz”x/ﬁ

m sany

Eger n tik san bolsa, onda (4) formula a<0 bolanda hem dog-

rudyr.
7-nji mysal. (¥2) =42 =¥/8.

8-nji mysal. (V=3f =3/(=3)> =¥9.
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6-njy teorema. Eger kokiin gorkezijisini we kok asagyndaky
anlatmanyin dereje gorkezijisini sol bir natural sana kopeltsen ya-
da olaryn umumy koépeldijisine bolsern, onda otrisatel dil sandan
alynyan kokiin ululygy iiytgemez.

Basga sozler bilen aydylanda:

Eger a>0 we m, n, k natural sanlar bolsa, onda

Var="a" ()
k san m we n sanlaryn umumy boliijisi bolsa, onda
Var = Vat (6)
(5) formulany subut etmek {i¢in
(Wa") =a"

bolyandygyny gorkezmek yeterlikdir.
Koki derejd gotermeginl diizgiini boyunga

(nk\/ﬁ)n — nk\/W‘
Derejanin mnk gorkezijisinin kokiin nk gorkezijisine galyndy-
syz boliinyindigi ligin 3-nji teorema gord "V a"™" = a”. Diymek,

("Va™)"=a". Bubolsa Va" ="V a™ anladyar.
(6) formula hem (5) formula menizes subut edilyér.

9-njy mysal. V5 =%/5% V7* =V7° Va =V .

7-nji teorema. Kokden kok almak iicin, kok asagyndaky
sany iiytgetmén, bu koklerin gorkezijilerini kopeltmek yeterlik-

dir, yagny
Vla ="/a", (a20).

Subudy.
4-nji teorema boyunga

Vay ="/
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5-nji teorema gora kokiin gorkezijisini we kok asagyndaky sanyn
gorkezijisini olarynt umumy kopeldijisine bolsen, kokiin ululygy iiyt-
gemez. Sonui ii¢in "Va" = "V a. Seylelikde, ("Y' a)" ="/ a. Emma
kokiin kesgitlemesine gord, bu Vn/a =m/a anladyar.

10-njy mysal. v¥/3 =9/3; ¥¥/5 =
8-nji teorema. 0 <a <b serti kanagatlandyryan islendik a we

b sanlar iicin V'a <"/b deiisizlik dogrudyr.

Subudy.

Teoremany tersinden subut etmek usuly bilen subut edelin. Goy,
Va >"%b desizlik dogry bolsun.Onda san defisizliklerinifi hdsiyeti-
ne gord (Va)" > (v'b)", yagny a>b bolyar. Bu bolsa a <b serte garsy
gelyir. Diymek, Va < b

11-nji mysal. ¥4 we ¥/'8 sanlary denesdirelifi.

V4 we V/8 sanlary defi gorkezijili kokler gorniisinde afiladalyii:
Vi = VE = V2%, WE =VE =510,

512>256 deisizlikden 7-nji teorema esasynda alarys:

512 >'%256.
Diymek, ¥4 < V8.
12-nji mysal. x®>2 densizligi ¢ozelin.

Bu densizlik x®—2 >0 densizlige dengiiy¢liidir.
Derisizligi aralyklar usuly bilen ¢6ziip, asakdaky jogaby alarys:

(—o0; —%2) U (¥/2;00).

66



Goniikmeler

1. Hasaplani:

a) V24 - 9; b) V48-162;  ¢)+ })2;

2. Anlatmanyn bahasyny tapyn:

V7545,  b)Y5424; ¢): 05315.

3. Droblaryii bahasyny tapyii:

2) 354 b) V3 0 /2500
V2 396’ /4

4. Hasaplan:
a) v/20-V5; b) 4/32-3-4/8-27.

§3. Drob gorkezijili dereje we onuii hisiyetleri

Eger n bitin san bolsa, a#0 bolanda @" afilatmanyil manysynyn
bardygyny bilyéaris. Meselem, (—3)° anlatma her biri —3 bolan bas ko-

sany ainladyar.

Indi gorkezijisi bitin san dél-de, drob san bolan dereje diyen
diislinjéni girizelin.

Eger m san n-e boliinse (yagny eger % bitin san bolsa), onda

“a" = a» deilik (bu yerde a>0, m — bitin san we n — natural san)

dogrudyr. Bu arifmetik kokiin kesgitlemesinden gelip ¢ykyar. Me-
2
selem, /517" = 57 = 5°, ciinki (5°)'= 5%
Eger % — drob san bolsa su denlik yerine yetyar diysek, onda
bitin gorkeziji licin dogry hisiyetlerin dhlisi polozitel esasly drob

gorkeziji iicin hem yerine yeter.
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Eger a — polozitel san, % —drob san ( m — bitin san, n — natu-
ral san) bolsa, onda a» ="/ a".

Kesgitlemai layyklykda alarys:

0,75 =%/0,7°.
(- (@ -/

5 =957

Nola deini bolan esasly dereje ditie polozitel drob gorkeziji {i¢in
kesgitlenyar:

eger % — polozitel san (m we n — natural san) bolsa, onda
0n = 0.

Otrisatel esaslar {li¢in drob gorkezijili derejd garalyp gecilmeyir.
3 11
(—2),(—8)’,0 ? yaly aflatmalaryii manysy yok.

R drob gorkezijili derejanin bahasy R sanyn drob gorniisiinde
yazylys usulyna bagly dildir. Meselem: 2§ = %/2° = 4/2° = 21,
Muny umumy yagdayda gorkezelin.

ao ="a" =Va" =a"
Rasional gorkeziji derejénin hisiyetleri:
1. Islendik a > 0 ii¢cin we islendik rasional p we ¢ sanlar iicin
ap . aqz aP+‘I
al : al= g1
al’ . aqz ap+q.
2. Islendik a >0 we b >0 iicin hem-de islendik rasional p san
iicin
(aby=a’-b?

=5
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1
= ais.

w

2
3+

n|—

2 1
Mysal. a3-a5 = a

)

Islendik polozitel a iicin we islendik rasional p ii¢in a” = .g

delik dogrudyr. a4
p rasional san bolanda we n (n>1) natural san bolanda
YVa’ = ar (a > 0) deflik dogrudyr.

Goniikmeler

1. Drob gorkezijili derejeleri kokler bilen ¢alsyrmaly:

3 2
a) 75, 123, 204, 374 b) 3.8, 8,57, (L)

2. Atrifmetik koki drob gorkezijili dereje gorniisinde yazmaly:

a) ‘/1,732 ¢) 2@; 6)4\/%;
b)) V7 d) a3z a)\/@

3. Hasaplamaly:
3 3
p64 b (L guasks 927t o (d)

§4. Yaylaryi acylysy

Gosmagyn utgasdyrma kanunyny yazalyn:
at(b+c)y=(@+b)+c.
Denligin sag bdleginddki yayy ayryp hem yazmak bolar:
(a+b)+c=a+b+c, onda alarys:
at(b+c)=a+b+c.

Bu yerde a, b, c islendik sanlar. Bu denlikde c-ni —c; b-ni —b-¢
ahyrda b we c-ni —b we —c bilen calsyryp yene li¢ deiilik alarys.

at(b—c)=a+b—c;, a+(-b+tc)=a-b+c; at(—b—c)=a-b—c
Bu yerden yaylary agmagyn 1-nji diizgiini gelip ¢ykyar:
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eger yayyn oniinde “gosmak” alamaty goylan bolsa, onda yayyn
icine alnan agzalary sol bir alamatlary bilen yazmaly.

Mysallar.

1. (5x*+7x-9)+(-3x>—6x+8) = 5x*+7x—9—-3x>—6x+8 = 2x>+x—1.

2. (23 =11x-5)+(—x*-3x+4) = 2x>—1 1x-5-x*-3x+4 =x—14x—1.

Seylelikde, yayyn oniinde ,,gosmak’ alamaty goylan bolsa, onda
yayyi i¢ine alnan agzalary 6z alamatlary bilen yazmaly.

Indi bolsa ayyrmagyn kesgitlemesini yatlalyi:

a—b=a+(-b).

Ayyrmagyn kesgitlemesi boyunga we 1-nji diizglinden peydala-
nyp tapawutlary yazalyn:

a—(b—c)=at(-b+c)=a—b+c; a—(—b+c)y=a+(+b—c)=a+b—c;

a—(b+c)=a+(-b—c)=a—b—c; a—(—b—c)=a+(+b+c)=a+b+c.

Yaylary agmagyi 2-nji diizgiini: Eger yayyi ofiiinde “ayyrmak”

alamaty goylan bolsa, onda yayyn igine alnan agzalary garsylykly
alamatlary bilen yazmaly.

Mysallar.

1. (35x7—x+8)—(x*~Tx—1) = x*+5x*—x +8-x*+7x+1 = Sx*+6x+9.

2. (54> —3ab—2a)—(—6a* +ab—b)=5a*>—3ab—2a—6a’—ab+b=—a*—
—4ab—2a+b.

3. Yaylary agmak hasaplamalary hem afisatlagdyryar.

(6,8-8,9)—(7,3-8,9)+(6,7+7,3)-(2,5+6,7)=6,8—-8,9-7,3+
+8,9+6,7+7,3-2,5-6,7=6,8—-2,5=43.

Kabir anlatmalarda gosulyjylary yayyn i¢ine almak amatly bol-
yar. 25—a—b+c anlatmada tiytgeydn ululyklary asakdaky yaly edip
yayyn i¢ine almak bolar.

25-a—b+c=25+(—a—-b+c).

25-a—b+c=25—(a+b—c).

Goniikme

Yaylary agmaly:

a) (12a+16x)—(6a—7x);

b) (11x°*-2x?%) — (x*—x?);

¢) (3a’x—13x?) — (Ba’x+6x?),
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d) (4x*>+8xy?) — (Bx*y—-5x1?);
e) (13x—11)+10a) — (—15x+10y—15a);
) (7Ta*—4ax—x*) —(2a*—ax+2x?).

§5. Kopagzany kopagza kopeltmek

Goy, a+b ikagzany m+n ikagza kopeltmek gerek bolsun, m+n
ikagzany x harpy bilen belgildlitt we emele gelen kopeltmek hasylyny
ikagzany biragza kopeltmegin diizgiini boyunga 6zgerdelin

(a+b)(m+n)=(a+b)x=ax+bx.

ax+bx ailatmada x-ii ornuna m+n ikagzany goyalyin we birag-
zany ikagza kopeltmegin diizgiininden peydalanalyn Onda:

ax+bx=a(m+n)+b(m+n)=am+an+bm-+bn bolar.

Seylelikde, (a+b)(m+n)= am+an+bm+bn.

am+an+bm+bn kdpagza a+b ikagzanyn her bir agzasyny m+n
ikagzanynl her bir agzasyna kopeldilende emele gelen biragzalaryn
jemidir.

Bu yerden kopagzany kopagza kopeltmegin diizgiini gelip
cykyar.

Kopagzany kopagza kopeltmek li¢in, kdpagzanyn her bir agza-
syny beyleki kopagzanyn her bir agzasyna kopeltmeli we emele gelen
kopeltmek hasylyny degisli alamatlary bilen yazmaly.

Kopagza kopagza bilen kopeldilende yene-de kdpagza alnar. Ol
kopagzany standart gdrniisinde yazmaly. Sunlukda biragzalary ko-
peltmegi yatdan yerine yetirmek bilen aralykdaky yazgylaryn kébirini
gysgaldyp hem bolar.

Mysallara seredelin:

L. (2x—)(4x2+2x—y?) = 8x3 +4x?—2x)*—4x*y—2xy+)°.

2. (2a-3)(5—a)—3a(4—a) aillatmany yonekeylesdirmeli.

(2a-3)(5-a)-3a(4—a)=10a— 2a*~15+3a—12a+3a*= a*+ta—15.

3. (—2)(Bx+1)(4x—3) = (3x*—5x—2)(4x-3) = 12x*—9x*-20x>+15x—
—8x+6 = 12x*>-29x*+7x+6.

4. n-in islendik natural bahasynda n(n—5)—(n—14)(n+2) anlatma-
nyn bahasynyn 7-4 boliinyandigini subut etmeli.
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Subudy.

Anlatmany 6zgerdelin:

n(n—5)—(n—14)(n+2) = n>-5n—(n*+2n—14n-28) = n>-5n—n’*-

2n+14n+28 =Tn+28 =T(n+4).

Alnan anlatma n-iil islendik natural bahasynda 7-4 galyndysyz
boliinydr. Diymek, n(n—5)—(n—14)(n+2) afilatmanyn bahasy hem 7-a
boliinyéandir.

Kopagzany kopagza asakdaky yaly kopeltmek bolyar.

3x*2ax+5a°
—x*+3ax+4a’
—3x*+2ax’-5a’x?
+ 9ax*-6a’x*+15a’x
12a*x*-8a’x+20a*
—3x*+1lax*+a’>x*+7a*x+20a*

Kopagzany kopagza kopeltmegi ¢yzgy arkaly hem sekillendir-
mek bolar:

1. a b c

am | bm | cm | m

(at+b+c)m=am~+bm+cm

2. a b

an | bn

(a+b)(m+n)=am~+an+bn+bm

am | bm |

3. a b c

an | bn |cn| p (at+b+tc)(m+n)=am+bm~+cm+
cem | m tant bn+tcn.

am | bm

Bellik: bu yerde a, b, ¢, m, n, iiytgeyan ululyklar dine polozitel
bahalary almaly.
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Goniikme

Aillatmany yonekeylesdirmeli we bahasyny hasaplamaly:
a) (a—4)(a-2) — (a—1)(a-3), a=1,75 bolanda;

b) (a-5)(a—1) — (a+2)(a-3), a=-2,6 bolanda;

¢) (x—2)(x—3) + (x+6)(x—5) — 2(x>~7x+13), x=5,6 bolanda;
d) (x+1)(x+2) + (x=3)(x—4), x=-0,4.

§6. Gysga kopeltmek formulalary

(a+b) jemi kwadrata goterelin. Onun ii¢in (a¢+b)* anlatmany
(a+b)(a+b) kopeltmek hasyly gorniisinde yazalyn we kopeltmegi
yerine yetireliii:

(atb)*=(a+b)(a+b)=a*+ab+ab+b*>=a*+2ab+b?,

(a+b)’*=a*+2ab+b>.
jemini anisatlyk bilen kwadrata gétermédge miimkingilik beryar.

Aydylysy: Iki afilatmanyi jeminiii kwadraty birinji anlatmanyn
kwadratyna, plyus birinji we ikinji aillatmalaryn kopeltmek hasyly-
nyn iki essesine, plyus ikinji afilatmanyn kwadratyna dendir.

Indi (a—b) tapawudy kwadrata goterelin:

(a—b)*=(a—b)(a—b) = a®>—ab—ab—b*>= a’>2ab+b?,

(a—b)*=a*2ab+b’.
manyn tapawudyny kwadrata gétermége miimkingilik beryar.

Aydylysy: Iki ailatmanyn tapawudynyn kwadraty birinji an-
latmanyn kwadratyna, minus birinji we ikinji anillatmalaryn kopeltmek
hasylynyn iki essesine, plyus ikinji aillatmanyn kwadratyna dendir.

Mysallar.

1. Bx+4)*=(3x)*+2-3x-4+4?=9x>+24x+16.

2. (m*2n)?=(m?)>-2-m>2n+(12n)*>= m*—-4m’*n+4n°.

3. (-5—<P=((-1)(5tc))*=(=1)*(5+c)*=1-(25+10c+c*)=25+10c+c.
4. 2a’b+3c*?=Qa*b)*+2- 2a’b-3¢*+(3¢c*)? =4a*b*+12a’bc*+9c8.
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5(632 1034)2 (632) 26221034

§YY TgXy 5% XY gyt
(= o=

6. 732=(70+3)>*=4900+420+9 = 5329.

7. 58 =(60-2)>=3600-240+4 =3364.

Jemin kwadratynyn formulasyndan peydalanyp sony béslik bilen
gutaran ikibelgili sanlary kwadrata gétermegin afisat usuly ii¢in for-
mula ¢ykaryp bolar:

(a5)*=(10a+5)*= 100a’+ 100a+25=100a(a+1)+25.

Mysallar.

1. 652=100-6-7+25=4225;

2. 85*=100-8-9+25="7225;

3.3,52=3-4+0,25=12,25.

Sonky mysaly seyle yazmak bolar:

(31f=34+l=12L
(85 =89+ 5 =72
(14%)2 = 1415+ ;=210

Eger iytgeydn a we b ululyklar polozitel bahalar alsa
(at+b)*=a*+2ab+b* formulany ¢yzgyda sekillendirilen kwadratyn we
goniiburgluklaryin meydanyny denesdirip hem alyp bolar.

atb (atby=a*+2ab+b’.
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Eger a > b bolsa (a—b)* = a>2ab+b* formulany hem ¢yzgyda se-
killendermek bolar.

a-b { (a-b) (a-b)b a-b
a (a—by’=a*-2ab+b°.
b (a-b)b b b

(at+b+c)*=((at+b)+c)*=(atb)*+2(a+b)ct+c?=a*+2ab+b*+2ac+
+2bctc*=a*+b*+c*+2(ab+ac+bc).

Goniikmeler
Kopeltmegi yerine yetiriil.
1. (@*+3ab—b*)(2a-Db). 4. (a*—a*+a—1)(a+tb).
2. (P +xy+xy? ) (). 5. (4a*>-2ab—b*)(—a*+b*-2ab).
3. (—a*+b*2ab)3a‘*—a*b*+b*).

§7. Iki aiilatmanyfi jeminiii we tapawudynyii kuby

Iki anlatmanyil jeminiii kubuna seredelin:

(atb)’=(a+b)(a+b)*=(a+b)(a*+2ab+b*)=a*+2a*b+ab*+ba*+
+2ab*+b* = a*+3a*b+3ab’+b’.

Seylelikde, alarys:

(a+tb)=a*+3a’b+3ab*+b’=a*+b’+3ab(a+b).

Iki anilatmanyn jeminiii kuby birinji anlatmanyi kuby gosmak
birinji anlatmanyi kwadratyny ikinji anlatma kopeltmek hasylynyn
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tic essesi, gosmak ikinji ailatmanyn kwadratyny birinji aflatma
kopeltmegin ii¢ essesi, gosmak ikinji anlatmanyn kuby. Suna
menizeslikde iki anlatmanyn tapawudynyin kubunyii formulasy hem
cykarylyar.

(a-b)*=(a+(-b)y=a’*+3a*(-b)+3a*(-by’+(-b*)=a’*-3a’b+3ab’-b’.

Mysallar.

L ('=2py)=(x*)y=3( ) 2p*y+3x°* (2p°y ) —~(2py ) =x Y-
—6x4y9p3+ 1 2x2y6p6_8 p9y3.

2. (a*+4b%)=(a*)*+3(a*)*-4b*+3a*(4b%)*+(4b%)*=a’+12a*b*+
+48a’b*+64b°.

Goniikmeler

1. Amallary yerine yetirmeli:
a) ( a+ b) ¢) (4x*+5y2)%; e) (1,5m+0,3m>).

b) (am+am—1)3; d) (xm+1 m)3
a we b iytgeyan ululyklar polozitel baha alsa (a+b)* formulanyn
asakdaky yaly geometrik manysy bardyr (3/-nji surat).

a b
b

a%lb/ ¢ ,/
a I _

31-nji surat
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2. Kopeldijilere dagytmaly:
a) (x+3)*—16; ¢) 6x*+24yx+24y?;
b) 4a>—x*+2xy—)?; d) x0-26.

§8. Iki aiilatmanyi tapawudyny olaryii jemine kopeltmek

a—b tapawudy a+b jeme kopeltmeli bolsun, onda
(a-b)(a+b)=a*+ab—ab—b*=a’>—b*.

Diymek, (a—b)(a+b)=a*-b>.

Iki aflatmanyn tapawudynyil olarynn jemine kopeltmek hasyly,
sol anlatmalaryn kwadratlarynyn tapawudyna dendir.

a>b serti kanagatlandyryan polozitel @ we b sanlar ii¢in
(a—b)(a+b)=a’-b* formulanyn dogrudygyny ¢yzgyda sekillendirilen
goniiburgluklarynn we kwadratlaryn meydanlaryny denesdirip hem
g6z yetirmek bolar.

Mysallar.

1. Ba’b-7)(3a’b+7)=(3a*h)*~7*=9a*b*—49.

2. (-4m-n*)(4m—n?) = (—1)(dm+n?)(4dm—n*)=—(4m)*— (n*)?) =
=—(16m>—n*)=—16m>*+n*.

3. 92-88—(90+2)(90-2) =90>-22=8100—4 =8096.

4. 40x*—(6x+11)(6x—11)=40x*—(36x>— 121)=40x>—-36x>+ 121 =
=4x*+121.

5. Qa**+3byH(2a*3-3by") = (2a?x*)—(3b°y*) = 4a*x*—9b'% 8.

Goniikmeler

Kopeldijilere dagytmaly.
1. (x+3)*16. 3. 6x*+24xy+24)7.
2. 4aP—x*+2xy—y*. 4. x°-2°.

§9. Kublaryii jeminiii we tapawudynyii formulasy

Kublaryn jemi ii¢in asakdaky formula ulanylyar:

a*+b*=(a+b)(a’>—ab+b?).
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Bu formulany subut etmek tigin a+b ikagzany a*—ab+b* licagza
kopeldelin:

(a+b)a>—ab+b’)=a —a’b+ab>+a’b—ab*+b =a’ +b.

Formulanyn sag bdlegindidki a’-ab+b* kopeldiji a*-2ab+b?
licagzany yada salyar.

a’>—-ab+b* ligagza a we b anlatmalaryn tapawudynyn doly dél
kwadraty diyilyar.

Formulanyn aydylysy:

Iki afilatmanyii kublarynyi jemi sol afllatmalaryn jemi bilen
olaryn tapawudynyn doly dil kwadratlarynyin kopeltmek hasy-
lyna dendir.

Kublaryn tapawudy ti¢in &’>—b*=(a—b)(a*+ab+b?) formula ulanylyar.

(a-b)(a*+ab+b*)=a*+a* b+ab*~ba*—ab>~b*=a’-b’.

Iki anlatmanyn kublarynyil tapawudy sol aillatmalaryn tapawudy
bilen olaryn jeminini doly dél kwadratynyn kopeltmek hasylyna dendir.

Mysallar.

1.27¢° +y' = (Bx) + y' = (Bx + y)(9x” — 3xy + ).

2.m—n'=(m’y —n'=(m’ —n)(m*+ m’'n+ n’).

3. 8a° — 343b" = (2a))° — (Tb*)* = (2a> — Th*) X
X(4a* + 14a’b* + 49b%).

4.27a°b° + 125x°y" = (3a’b’) + (5x°y*) = (3a’b’ + 5x°y*) X
X(9a'b® — 15a’b’x*y* + 25x°y").

Goniikmeler

Amallary yerine yetirmeli.
1. B3a—4)(9a*+12a+16). 4. (x—2)(x*+2x+4).

2. (n+%)<n2—%n+%). 5(% 3y)<4x + xy+9y )

3. (at+1)(@*—at4).
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§10. Nyutonyii binomy. Paskalyii iichurclugy

1. Calsyrmalar.

{A,B,C} koplikkden ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA galsyr-
malary diizmek bolar:

Kesgitleme: Tiikenikli kopliikde takyklanan tertibe onun
elementlerinii ¢alsyrmalary diyilyir we P _bilen bellenilyir.

Mysal. 11 myhmany 11 orunda 39916800 usul bilen stolun ba-
synda oturtmak bolar:

P =1-2:3:4-5:6"7-8-9-10-11=39916800.

2. Yerlesdirmeler.

A, B, C harplary iki-ikiden alty usulda yerlesdirmek bolar:

(4,B), (4,0), (B,A), (B,C), (CA), (C,B).

Kesgitleme. Tiikenikli tertiplesdirilen kopliiklere yerlesdir-
meler diyilyér. n-den m boyunca yerlesdirmeleriii sany 4" bilen
belgilenyiir.

A= nbolyandygy diisniiklidir.

Al=n

A?=n(n-1)

A’=n(n-1)(n-2),...., A= n(n-1)(n-2)...n(n-m+1)

1<m bolanda A™*"' = (n-m)A" formula dogrudyr. Emma n-den
(n—m+1) genli yzygider natural sanlaryn kopeltmek hasyly n we n—m
sanlaryn faktoriallarynyn gatnasygyna dendir:

nn—1)(n—-2)..(n—m+1)= ’17" Sona gori-de

(n—m)
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Mysal. Toparda 20 talyp bar, ekabyry, yaslar guramasynyn
baslygyny we kirdesler arkalasygy guramasynyn baslygyny

s 200 20! _ 1. 10.90 — . ,
"E 203 171 - 18-19-20 = 9840 usul bilen saylamak
miimkindir.
3. Utgasdyrmalar.
n elementli kopliikde saklanyan her birinde m element bolan
bolek kopliiklerifi sany C” bilen belgilenyar.

Ci=1
;=3
Ci=3

Ci=1lweCi+Ci+Ci+Ci=8=2°

bolyandygyny bilyaris. C " ligin formulany getirip ¢ykarmak tigin ilki
A"=C"P bolyandygyny gorkezelifi. Umumy subutdan ozal n=3 we
m=2 hala garalyn. 4,B,C ii¢ harpdan her birinde iki harp bolar yaly
edip C*=3 kopliigi, P,=2 usul bilen tertiplesdirmek miimkin, bu bolsa
3-2=6 tertiplesdirilen kopliigi berydr. Umumy subut suiia menzesdir.
Berlen n elementden m elementi saklayan tertiplesdirilen kopliik
emele getirmek ti¢in:

n elementden haysy-da bolsa m elementi saylap almak (muny
C " usul bilen yerine yetirmek miimkindir) gerek.

m saylanyp alnan elementleri tertiplesdirmek (muny P usul bi-
len yerine yetirmek miimkindir) gerek. Jemi C " -P_ usul (tertiples-

dirilen) kopliik alarys, yagny C' = %
Ar = C)-p., bu yerden C;' = Al:p., A) = (n_nilm)‘; P, =m!

m!(n—m) m!
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Mysal. 35 okuwgyly synpdan konferensiya iic wekili

Ci = 233133 2351711 = 6545 usul bilen saylamak miim-
kindir.

C)' bahalarynyn uly bolmadyk tablisasy

n\m 0 1 2 3 4 5

0 1 1

1 1 1 2

2 1 2 1 4

3 1 3 3 8

4 1 4 | 6 4 1 16

5 1 5 10 10 5 1 32

Nyutonyn binomy. Paskalyi iicbur¢lugy.

(a+by=a*+2ab+b*

(atb)=a*+3a*b+3ab*+b’

(atb)'=a*+4a*b+6a*b*+4ab’+b?
(a+tb)=a’*+5a*b+10a’b*+10a*b*+5ab*+b?
(a+b)°=a*+6a°b+15a*b*+20a’b*+15a°b*+ 6ab’>+b°

(a+ b)Y =d + Cia°b+ Cia’b* + Cia'b* + Cia’b* + Cia’b’ +
7 T-6p5pry 72654 aps |

6 7
+Cab’ + Gib' = a’+ 7a’b + 1 a 23
L7654 50, 76543 00, 7:6:5:4:3:2 1
t1 23490 Y1345ty 3 560t
L76:54:32: 1,0 oy g : N
+t1 2345670 =a +7a°b+21a’b + 354"’ +

+35a’b* + 21a*b> + Tab°’ + b’
(a+bf=d"+Ci-db+Ci-a° b+ Ci-a’ b+ Ci-a* b* +
+Cia’ b’ + C§-a* b* + Ci-ab” + Cib°*
(a+by=a"+Cr-a""b+Cr-a" b+ ..+Ca- b+
+C.-b"
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nn=1) .,
—{ b”+

+ n(n ;12)(12_ 2) a b+ ..+ n(n - 1)[n _ (m — 1)]a”""b’" +

(a+b)y=a"+na""b+

C; =7—'6=21
1-2
C; =7'_6'5=35
1-2-3
i = 7-6-5-4 _
1-2-3-4
s = 7-6-5-4-3 _91
1-2-3-4-5
o = 7-6-5-4-3-2 7
1-2-3-4-5-6
C; =1
m n!
" ml(n—m)!
o = n(n—=1)....n—m+1)

n

m!

n-elementi kopliikde saklanyan her birinde m element bolan bo-

lek kopliiklerin sany C;' bilen belgilenilyédr we utgasdyrma diyilyar.

Su tablisany onun hédsiyetini derndn fransuz matematigi B.Pas-

kalyn (1623-1662) hatyrasyna “Paskalyn ticbur¢lugy” diyip atlandyr-
mak kabul edilen
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1
11
121
1331
14641
15101051
1615201561
172135352171
1828567056288 1
19368412612684369 1
1104512021025221012045101

Nyutonyn formulasynyn esasy netijeleri:

(a+b)" dagytmada n+1 gosulyjy bar.

(a+b)" formulada a-nyn dereje gorkezijisi n-den 0—a cenli ke-
melydr. b-nin dereje gorkezijisi 0-dan n-e ¢enli artyar. Dagytmanyn
islendik gosulyjysynda a we b-niii dereje gorkezijileriniii jemi bino-
myn dereje gorkezijisine den.

Dagytmanyn uclaryndan den uzaklykda duryan binomial koeffi-
siyentleri 6zara dendir.

Binomial koeffisiyentler ilki artyar, sofira kemelyér. Eger bino-
myn dereje gorkezijisi jiibiit bolsa, onda dagytmanyi ortaky gosulyjy-
synyn binomial koefisiyentlerinin il ulusydyr, eger-de binomun dere-
je gorkezijisi tdk bolsa, onda iki ortaky gosulyjynyn koefisiyentleri
Ozara dendir we in ulusydyr.

(a+b)" formulada gosulyjylary umumy gorniisde yazmak ii¢in
(k+1)-nji gosulyjyny k-njy agza diyip hasap etmek we T, bilen belgi-
lemek amatlydyr.

T/: == Cf;a”_kbkak = O’ 13'“5 n. (2)
T, = Cra"b® — birinji gosulyjy
T, = C,a"'b — ikinji gosulyjy

T = Cia"*b* — ligiinji gosulyjy

83



Mysallar.
1. (z2+23)" dagytmanyn dordiinji agzasyny tapmaly.
Dagytmanyn gdzlenyén agzasyny (2) formula boyunca tapyarys.

T.= Ch(z2) (23) = 49577

2. (z+z )" dagytmanyn —i saklamayan, yagny —i nol derejede
saklayan agzasyny tapmaly.

(2) formula boyunga taparys:

T, = Clkzzlsz(zfz)k — lkzzl2—3k.

Serte gord 12-3k=0. k=4 bu dargatmanyn dordiinji agzasydyr.

Goniikmeler

1. Binomyii derejesinin dagydylysyny tapyii:
a) (a+b)’; ¢) Gx-1)%;
b) (x-2y)°; d) (p>-1)".

2. (a*—ab)*' dagytmanyn iki ortaky agzasyny tapyn.

§11. Ikagzany we kopagzany dereji gotermek

Kopagzany kopagza kopeldilende bir kdpagzanyn her agzasy-
ny beyleki kdpagzanyn her bir agzasyna kopeldyérler. Emma kébir
vagdayda gysgaldylan kopeltmegin formulalaryndan peydalanmak
amatlydyr. Onun t¢in (a+b)* anlatmany (a+b)(a+b) kopeltmek hasy-
ly gorniisinde yazalyn (a+b)*=(a+b)(a+b)=a*+2ab+b>.

Diymek, (atb)*=a*+2ab+b’.

Jemin kwadratynyn formulasyndan peydalanyp, kopagzany de-
rejd goterelin:

(atbtcy=((atb)+c)*=(a+by+ Aatb)c+ =a*+2ab+b*+ 2ac+2bc+c=
=a*+b*+c*+2ab+2ac+2bc.

(at+b+cy=a’+b’+c?+2ab+2ac+2bc.
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(atbtctdy=((atb)+(ctd))’=(atby+2(atb)(ctd)H(ctdy=a’+
+2ab+b?2ac+2ad+2bc+2bd+c*+2cd+ d? = a*+b*+c*+dP+2ac+2ad+
+2bc+2bd+2cd.

(at+b+ct+d) = a>+b*+c*+d?*+2ab+2ac+2ad+2bc+2cd+2bd.

Ugagzany kuba gotermegini formulasyny hem yazmak bolar:

(atb+cy=a’+b’++3(a’b+ab’+b’c+bc’+c?a+ca’)+6abc.

Mysal.

1. (5+3x)*=5%+2-5-3x+(3x)* =25+30x+9x>.

2. (x*-3a)*=(x?)*-2x*3a+(3a)*=x*-6x’a+9a>.

3. (a*HAD) = (@Y +H3(@* 4D H3a* (ALY Y HAD Y=a+12a' b +A8a*b*+64D’.

4. 2a—5by’=(2ay-32ay5b+3-2a(5by—(5b)y’=8a*—60a’b+150ab’—125b".

5. (Bx?+2y*+xy)=(3x*)*+H(2))+(xp)*+2-3x%-2)*+2-3x% xy+2- 2y xy=
=0x*+4y*+13x%*+6x3y+4x)°.

6. (a—2b+3c—4d)*=a*>+4b>+9c* + 16d* + 2a(-2b) + 2a 3¢ +
+2a(-4d) + 2(-2b)3c + 2(-2b)(-4d) + 2-3¢c(-4d) = a’ + 4b* + 9c* +
+16d?—4ab + 6ac—8ad—12bc + 16bd—24cd.

Goniikmeler

Kopagzany derejd gotermeli.
1. (2x+3y+4z)% 3. (2x+3y+4z)*. 5. (x+3y-2c)’.

2. (5 2TV 4 (e2p3ep.

§12. Kokli afilatmalary gosmak we ayyrmak

Kokli ailatmalar gosulanda we ayyrlanda olaryn arasynda gos-
mak ya-da ayyrmak belgisi goyulyar, menzes kok belgisi bar bolsa
olary toplamaly.

Mysallar.

1.(2%2(?5@)—(3@—@): 2m—5f—3\@+
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+/98 = 4¥5 +10/2 = 2V5 +7/2 =3.4/5 +17/2.

(2v/20 =v/45 +V18) + (vV72 = /80) = 2/20 —
2. —V/45 + V18 +V72 — /80 = 4V5 - 3/5 +
+3/2 +6V2 -4/5=9/2-3/5.

3_(@—3\/87}’)+(3x/277})+\/@):@_3@+3 27y+
+V16x = 3Vx —23/y + 33y + 4/x = T/x =4/,

Goniikmeler

Ailatmalary yonekeylesdirmeli.

1. /48 + V75 — V/300. 4.5v27 — 4/48m — 2V/12m.
2. /50 +v98 —/200. 5./27 +/12 —=V/75.
3. /20 +2v/45 - 3/500.

§13. Kokli afilatmalary kopeltmek

Kokli anlatmalar kopeldilende arifmetik kokiin hésiyetlerinden
peydalanylyar.

Birmeiizes derejeli birndge kok belgilerini kdpeltmek ti¢in kok
asagyndaky anlatmalary kopeldip kopeltmek hasylyndan sol derejeli
kok almaly.

Diirli gorkezijili radikallary kdpeltmek ti¢in ilki bilen olary umu-
my gorkeziji getirmeli. Radikalyn 6niinde koeffisiyent bar bolsa, on-
da olary kopeltmeli.

Mysallar.

1.5%2a-2%/84> = 10¥/164* = 10 2a = 20a.
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2. (4xV x> = 5y xy + xyV/ y) - 2xyy xy = 8x°yy/ X’y —
—10xy*3/ 2%y 4+ 2x°y* Y xy’ = 8x*yyy — 10xy* 3/ x%y* +
+20y Vx

3.(7V/5 —4)(2V5 - 1) = 14V/25 - 8V/5 - 7/5 + 4 =
=74 —15/5.

4 VTNT =TT = VD

5.(ava+%a) Vo —Va)=aVa —a W —a¥a" =
=a’Va-dVa+Vd —a¥a",

Goniikmeler

Anlatmany yonekeylesdirmeli.

1. (2V/3 +3/2)3/2 +2V3).
2.(V3+40,5V14)(V3 - 0,5/14).
3.(Va+VT+V/4 V7).
4.(V5+2/6 +/5-2/6).

5. (V15 +3V/5) = 10v27.

§14. Bolmek

Birmenizes gorkezijili kokleri bolmek iicin kok asagyndaky
anlatmalary bolmeli we alnan paydan sol derejeli kok almaly.

Diirli gorkezijili kokleri bolmek {i¢in olary menzes gorkezija ge-
tirmeli. Eger koeffisiyentler bar bolsa, onda olary bolmeli.

Mysallar.

4
1. V64" ¥ 2a =3/ 62% =33d’ = a¥/3.
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-3,/ %+ 4F ISXf SN Y]
3.(\/%—2))\/7—)6\/;:\/7}7—\/;):(2)6«/27—
—2yvx —xv'x):(y/2y — V) = (V2y — v x)(x — /2xy) +
+(/2y —=Vx) =x -/ 2xy.
4. (V25a>316b*):(V5a —V'4b) = ((/5a) — (V4b)) =
+((V/5a) —V4b) = ¥5a + ¥ 4b.

Goniikmeler

Bolmegi yerine yetirmeli.

1. (&> = 11):(a + V11). 4. (V2x —J2y):(3Vx =3/ y).
2.(1+Vy):(y +Vy). 5.(2/3 = 3):5V3.

3.(Vc +c)c/c +o).

§15. Dereji gotermek

Kok belgisini derejd gotermek tigin, kok asagyndaky ailatmany
sol derejd gotermeli kokiin gorkezijisini bolsa onkiiligine galdyrmaly.

(a) =/
Mysallar.
1. (32ax*) = Vda*x* = xV4d’x.

2. (/x40 V =V (x40 = (x+ )Y+,
3. (W + ) = /(4 ) = (8 + )
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4. (V3-vY2y=3-2/6+2=5-2/6.

5(V/3-2V2)=3/3-18V2 +12/3%¥4 -16 =3/3 —
—18%2 + 129432 — 16.

Goniikmeler

Amallary yerine yetir.

1.1+v/2) 3.2-v3)? 5.(3va -2Vb).
2.(2vVab +va)> 4. (Va'b +2vVab’).

§16. Kok almak
Kokden kok almak iicin koklerin gorkezijilerini kdpeltmeli.

Ve =*/a.

Mysallar.

1.VVa =Va =Va.
2.V @ =3ad =a.

Kokli anlatmalary 6zgertmeklige degisli mysallar.

Y onekeylesdirmeli:

1.vV7-4/3.
V1-4Y3 =/2-/3)y =2-V3|=2-/3.
2.V2+V9+4/2 .

9+ 4v2 =(2v2 + 1) gdrniisde yazmak bolar. Onda:
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V2o+vV9+4/2 =V242/2+1=3+2/2 =
=/(W2+1y=v2+1.

Cylsyrymly koklerin formulasyndan peydalanmak.

VAt B = AR N=B, Ja-/A-p

Bu yerde A>0, B>0 we 4>>B, ¢ep we sag boleklerdaki alamat-
lar degislilikde yokarky ya-da asaky alynyar. Bu formula ¢ylsyrymly

......

Cep bolegini kwadrata goterelin:
(VA+VBY) = A+ VB alarys.

Sag bolegini kwadrata goterelin.

(\/A+¢A2—B+\/A—«/A2—B>2_A+«/A2—B+
2 - 2 = 2
A-VA-B A+JVA—B _A—J/A*—B _
=A’+/A*—(A’—B) = A+ /B.

Mysallara garalyn:

L¢2+J3:¢Q+%;-3+MQ-W;-3=v%@@+1x

2.m:\/3\73+«/(?§@)2—24_
_\/3@—«/(325) -2 345
3B a5 TE v -

3./2- 73 = /2+/F_ /2—/;1?2\/3_\@:

= 1(/6 = 2)
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4.J3+26=J3+J§=/3J2“1+/351=ﬁ+1.

Goniikmeler
Anlatmalary yonekeylesdirin.

1.vV5+2V6. 3.V/7+24.
2.v/5-2/6. 4.v7-24.

§17. Drobuii sanawjysyny ya-da maydalawjysyny
irrasionallykdan bosatmak

Asakda drobun maydalawjysyny irrasionallykdan bosatmaklyga
seredyéris. Sanawjyny irrasionallykdan bosatmaklyk hem suna men-
zes yerine yetirilyar.

1. ﬁ, n>k. Bu yerde drobun sanawjysy we maydalawjysy

maydalawjy kokden bosar yaly kopeldija kopeldilyér, yagny vV b"~*
anlatma kopeltmeli.
Mysallar:

5 3 54/5 /5
Y125 45 455

a av/x 1 _ ay/ x
n\/xn—l - n\/xn—l ;ﬁ - X :

A , , . . ,
2. ————. Bu yagdayda drobui sanawjysyny we maydalaw-
Ja+b yagday Jysyny y
Jjysyny v a =+ Vb anlatmanyn ¢atyrymlysyna kopeltmeli.
A N -
Eger drob ——— gorniisde bolsa, onda onun agzalaryny
pvaztq

p+ a ¥ q anlatma kopeltmeli.
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Mysallar:

6 6(+/5 +/8) _6(/5+V/8) _
J5-/8  (V5-V8)V5+V8) (V5r-(/8)y
=—2(v/5 +V8);

Ja+tb-va-b _(Ga+b—-va-b)Va—b—Va—b)

Jatbiva—b Ga—b+vJa-b)Ja+b—-va—b)
_ Wa+b—va-b) _a+b-2Va+bJa-b+a-b _

~ (Va+by-(Wa-by a+b—(a—b)
_2a-2va-b _a—-va -b
- 2b - b '

3. ————— gorniisli droblar {li¢in sanawjyny ya-da maydalaw-
Yat+¥Vb

jyny jemin ya-da tapawudyn doly dil kwadratyna kopeltmeli.

Mysallar:

6 6(V7 +V7-4 +V4) _
V1 -Va T VT -V VT 4+V4) T
_ (VT +VT-4)+ VA

TG = Ve Vs Ve,

1 1-0=¥V5+¥Y5) 1-¥54+¥52
1+%¥5 (1=¥35)1-V5+V5) 1+5 B

= (1 -¥5 +V25),

4. Eger drobun maydalawjysynda diirli derejeli kok belgileri bar
bolsa, onda ilki bir kdk belgisini, sonra beyleki kok belgisini yok etmeli.
Mysal:

1 1/3+%2 _V34+V2 _
J3-v2 T (V3-V2)W3+V2) 3-4/4
CB+¥2)9+3V4+V16) (V3 +V2)(9+3V4 +2V2)
T G-VAO 13V +V16) 23 |
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5. Eger maydalawjyda li¢ we ondan kop kok belgisi bar bolsa,
onda olary ilki toparlamaly we yokardaky islenen mysallara menzes
yagdaya getirmeli.

Mysal:

1 _ (W2+3)=V5 24345

V243445 (2443 -5 2+2V6+3-5

a3 \5 (Y23 V5)
N 23 '

6. Rasional gorkeziji tiderejeleri saklayan aiilatmalary 6zgertmek.
Anlatmanyn bahasyny tapalyn:

-1

AR ER S R R A O A L Y S
MNa7\3) | Tla 2| Tla2) T\ Tq) T3
3

3
4
1 1 1
L 3.4 1, 22 3,4 1 4 1 64
27 -2 )" s 3 8 8l
b) — 412=14 -8 3 -8 8l
107" + (=) | 1—+1 1—
8 10 10 10
_431.10 _ 2155
81.8.11 3564

Amallary yerine yetirelin:

il \ 72 2n
N R S S
3bn (_ San+1 \] 25a2n+2 25a2n+2 2
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Goniikmeler

Droblaryii maydalawjylaryny koklerden bosatmaly.

Jm+1 V=2
I S 5, 2
ey Ty
3 x—1
Vx—3-2

Funksiya barada esasy diisiinjeler

§1. Funksiya we onuii berlis usullary

Eger X kopliigin her bir x elementine Y kopliigini yeke-tak y=£(x)
kesgitli elementi degisli bolsa, onda y=f{x) ululyga funksiya diyilyar.
f — funksional baglanysygy, X — kopliige funksiyanyn kesgitle-

......

ol E(f) arkaly belgilenyir. Funksiyany basgaca asakdaky yaly-da kes-
gitleyirler:

D C X koplugin E C Y kopliige f kanun boyunga dwriilmesine
funksiya diyilydr we ol f- x —> y bilen belgilenyar.

Eger X we Y kopliiklerin elementleri sanlar bolsa, onda y=f{x)

------
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Mpysallara seredelin.
1. Toweregiii uzynlygy onui radiusyna bagly funksiyadyr.
2. Tablisa berlen.

Okuwcynyi
atlary

siiriiji | is¢ci | dayhan | lukman | inZener | satyjy
Atasynyn
kéri

Meret +

Aman +

Berdi +

Seyit +

Tablisada ,, + " belgi okuwgylaryn atasynyn kérini anladyar. Bu
yerde okuwcylarynn atlary funksiyanyn kesgitlenis yaylasyny, ata-
larynyn kérleri bolsa funksiyanyn bahalar yaylasyny diizyir. Bagla-
nysyk kanuny f bolsa sozler bilen berlen. Meselem: Berdiniii atasy
dayhan.

Funksiyanyn berlis usullary

Eger-de funksiya formula bilen ailladylan bolsa, funksiya anali-

......

Meselem.
1. y=x"-3, xe [-1;+1].

2. y=x"+2x, x€[0;+].

x?, egerx € |-o0;10[ bolsa,
3. y=1:x,egerx € [10;25] bolsa,

x’, eger x € |25;+o0[ bolsa.
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1-nji mysalda funksiyanyn kesgitlenis yaylasy [—1;+1] kesim bo-
lup, onun degislilik baglanysygy x*—3 formula bilen berilyar.Bu yerde
funksiyanyn bahalaryny tapmak operasiyasy bir formula bilen berilyér.
2-nji mysalda kesgitlenis yaylasy [0; +oo[ sohle bolup, funksiyanyn
bahalaryny hasaplamak bir formula bilen berilydr, 3-nji mysalda
funksiyanyn kesgitlenis yaylasy ii¢ bolege boliinip,funksiyalaryii ba-
halaryny tapmak operasiyasy her bolekde ayratyn formula boyunca
amala agyrylyar.

Argumentiin bahalaryna degislilikde funksiyanyn bahalarynyn
yylyn dowamynda Asdabatda giiniin dogyan wagtynyn tablisasy,
sanlaryn kwadrat koklerinin tablisasy we s.m.

Funksiya bilen argumentin baglanysygynyn grafik arkaly se-
killendirilmegine funksiyanyn grafiki berlisi diyilydr. Funksiyanyii
grafiki berlisinden tablisa arkaly berlisine gecilende funksiyanyn
bahasynyn takyklygy kemelydr. Onun takyklygynyn kemelmegi
grafigin masstabyna we funksiyanynn bahasynyn haysy takyklykda
gerekdigine bagly. Diymek, funksiya ii¢ usulda berilyir: analitik, ta-
blisa we grafiki.

Funksiyanyn grafigi

Y=f(x) baglanysygy kanagatlandyryan, D(f) abssisalar oku-
na we E(f) ordinatalar okuna degisli bolan koordinatalar tekiz-
ligindiiki (x; y) nokatlaryn kopliigine fix) funksiyanyn grafigi
diyilyir.

Koordinatalar tekizligindiki /" ¢yzygyn (/" nokatlar kopliiginin)
kabir funksiyanyn grafigi bolmagy iicin ordinatalar okuna parallel bo-
lan islendik goni ¢yzygyn " ¢yzyk bilen birden kop bolmadyk nokat-
da kesismegi zerur we yeterlikdir. Sona gord-de, 32-nji a suratdaky
egri ¢yzyk y=f(x) gorniisdédki funksiyalaryn grafigi bolup bilmeyar.

32-nji b suratdaky egri ¢yzyk kibir y=f (x) gorniisddki funk-
siyanyn grafigidir.

96



— \_

32-nji surat

Goniikmeler
1. fix) =2x* — 3x +1 bolsa, tapmaly f(0), f(3), A-3), fla—1).

2. fix)= \Vx* —=5x+4 bolsa, tapmaly f0), A1), im+n).

3. flx)= | | bolsa, tapmaly f{0), f(3), A-3), (2), (-2).

x+1, eger—o0o<x <0
4. f(x)= bolsa tapmaly f(—3), fi—1), f0),
1, eger 0<x <

), f(5), f{10) we grafigini gurmaly.

Jiibiit we tiak funksiyalar

Eger sanlar kopliiginde onunl her bir x elementine garsylykly —x
element bar bolsa (xEX—(— x)EX) onda bu kopliige 0 nokada gora
gitlenis yaylasy O nokada gord s1mmetr1k kopliik bolsa; 2) her bir
xED(f) tcin f (—x)=f(x) (f{—x)=—f(x)) denlik dogry bolsa,onda munun
yaly funksiya jiibiit (tik) funksiya diyilyér.

7. Sargyt Ne o7



Jiibiit funksiyanyn grafigi ordinata okuna gori, tik funksiya-
nyn grafigi bolsa koordinatalar baslangyjyna gori simmetrikdir.

Indi funksiyanyi esasy hdsiyetlerini sanalyn.

1. Eger fix) we g(x) funksiyalar jiibiit bolsa, onda f{x)tg(x),
fx) g(x), % (g(x)#0) funksiyalar hem jubiitdir.

gx
2. Eger f(x) we g(x) funksiyalar tik bolsa, onda:
a) fx)£g(x) funksiyalar tikdir;

b) flx) (), % (2(x)#0) funksiyalar jiibiitdir.
g(x

Jiibiit funksiyalara mysallar.

1. y=x? funksiya kesgitlenis yaylasy D(y)=R=]—o0;00[ bolan jiibiit
funksiyadyr.

2. y=cosx funksiya kesgitlenis yaylasy ]-oo;00[ bolan jiibiit funk-
siyadyr.

x4
3.y= — funksiya kesgitlenis yaylasy ]—oo;1[ U]—1;0[U]1;00[

bolan jiibiit funksiyadyr.
4. y=Ix| funksiya kesgitlenis yaylasy R bolan jiibiit funksiyadyr.
Tak funksiyalara mysallar.
1. y=x3 funksiya kesgitlenis yaylasy R bolan tak funksiyadyr.

1
2. y=x+ — funksiya kesgitlenis yaylasy D(y)=]—o0,0[U]0;00[
X
bolan tik funksiyadyr.

3. y=sinx, tgx, ctgx funksiyalar kesgitlenis yaylasynda ték funk-
siyalardyr.

Goniikmeler
Funksianyn jibiitligini, takligini kesgitlemeli.
1. f(x)=2x*-3x*+5.
2. flx)=x*+3x-1.
3. flx)=x"2x*+5.
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4. flx)=2x>+x>.
5. flx)=x3+x".

Periodik funksiyalar

Eger y=f(x) funksiyanyn islendik x € D(f) argument ii¢in
1) x€D(f)=>(x+T)ED(f), (x—T)ED(f) bolsa,
2) fix+T)=fx—T)=f(x) sertleri kanagatlandyryan 7#0 hakyky san

......

rrrrrr

da -7, £27, £3T, ..., +kT (k&Z) sanlar hem bu funksiyanyn periodla-
rydyr.
Mysal.
y=IxI funksiya il ki¢i periody 1-e deii bolan periodik funksiya-
dyr (33-nji surat).
Ya

T

4 32 -1 |1

33-nji surat

sinx we cosx funksiyalar 2z=360° periodly funksiyalardyr.
tg x we ctgx funksiyalar 7 =180° periodly funksiyalardyr.

§2. Funksiyanyi artmagy we kemelmegi.
Monoton funksiyalar

Kesgitleme. Eger argumentin uly bahasyna funksiyanyn uly

x,>x, => flx,)>f(x) sert yerine yetmeli.
1. y=2x+3 funksiya x =2, x,=3 bolanda y =7, y,=9 bolar.
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x,<x, densizliklerden y <y, gelip ¢ykyar. Sonun ligin y=2x+3 art-
yan funksiyadyr.

Eger argumentinl uly bahasyna funksiyanyn kici bahasy degisli

x,>x,=>f(x,)<f(x)) sert yerine yetmeli.

y=5-3x funksiya x =2, x,=3 bolanda y =-1, y,=—4 bolan
x,<x,=y>), bolany ii¢in y =5 —3x funksiya kemelyéndir.

Eger funksiya 6ziinini kesgitlenis yaylasynda dinie artyan bolsa,
va-da dine kemelydn bolsa, onda sonun yaly funksiya monoton funk-

Monoton artyan funksiyanyn grafigi Ox oky boyunca saga siiy-
stip yokaryk goterilyér (34-nji surat).

' N A
Y Y
0 > >
—_— X 0 \ x'
34-nji surat 35-nji surat

yv=kx, y=x*; y = %; y = %; y = tgx; y = ctgx funksiyalar mo-
notondyr. Emma y = x?, y=sinx, y=cosx fuksiyalar monoton déldir.

Monoton kemelyédn funksiyanyn grafigi Ox oky boyunca saga
stiyslip asak inyar (35-nji surat).

Monoton funksiyanyin monotonlyk yaylasynda periody yokdur.
Meselem, y = x? funksiya ]-o0;0[ aralykda monotondyr, ¢iinki bu ara-
lykda berlen funksiya difie kemelydr. Bu funksiya ]0; oo[ aralykda
hem monotondyr, ¢iinki bu aralykda funksiya dine artyar.
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Goniikmeler

Funksiyanyn artyan, kemelyén aralyklaryny tapmaly.

1.y =2x. 3.y=—%x. S.y= %
2.y= 4.y=(x—1)>-3. 6.y=|x-2[.

x*+1°
§3. Cyzykly funksiya

y=kx+b formula bilen berilyin funksiya ¢yzykly funksiya
diyilyér, bu yerde b — kdbir san, x — argument, y — funksiya, k san —
funksiyanyn burg koeffisiyenti.

Biz (x,; y,) nokatda y = f(x) funksiyanyf grafigine galtasyan goni
¢yzygyn defilemesinint y—y =f"(x,)(x—x,) gorniisinde bolyandygyna
goz yetripdik. Bu yerde f" (x)=k, y-f"(x )x,=b diysek, onda ordina-
talar okuny (0; b) nokatda kesydn we absissisdalar oky bilen arctg x
burgy (bu bur¢ okun polozitel tarapyndan sagat diliniii ters ugry
boyunca hasaplanyar) emele getirydn goni ¢yzygyn denilemesini ala-
rys. Cyzykly funksiya tekizlikde goni ¢yzygy anladyar (36-njy surat).
Cyzykly funksiyanyn kébir hisiyetleri:

A

¥
y=2x+3
3
/ 1 : . >
y=-4

36-njy surat
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1. D(f) =R.

2. k#0.

3. k>0 bolanda J—oo; +oo[ aralykda artyar, £ <0 bolanda bu aralyk-
da kemelyir. k=0 bolanda tiytgemeyir, ¢iinki y' = k.

4. y = ax+b funksiyanyn grafigi y = kx funksiyanyn grafiginden
7(0; b) parallel goglirme arkaly alnan goni ¢yzykdyr.

Goniikmeler

1. y= % x funksiyanyn grafiginden peydalanyp asakdaky funksi-
yalaryn grafigini gurmaly:

1 1 1
Ay= ¥l by=ox-% ¢y=ox-25.

2. y =kx + b funksiya M (2;3) we M (-5; —4) nokatlaryf iistiin-
den geg¢yén bolsa &, b-nift bahasyny tapmaly we funksiyanyn grafigini
gurmaly.

Kwadrat denlemeler we densizlikler

§1. Kwadrat iicagza we onuii kokleri

3x>-2x-5 anlatma tiytgeyén bir ululykly ikinji derejeli kdpagza-

Kesgitleme: ax*+bx+c gorniisddki kopagza a#0 bolanda kwa-
drat licagza diyilyér. Bu yerde x — iiytgeyan ululyk, a, b, we ¢ — kébir
san. ligagzada x-ifi ornuna diirli sanlary goyup bileris. Meselem:

eger x=>5 bolsa, onda 3x*-2x—5=60;
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eger x = 1 bolsa, onda 3x>2x—5=—4;

eger x =—1 bolsa, onda 3x*-2x-5=0;

eger x =2 bolsa, onda 3x>2x—5=3.

x=-1 bolanda 3x —2x—5 kwadrat licagza nola owriilyér, sonun

Kwadrat ligagzanyn bahasy nola den bolanda, uytgeyan ululygyn
bahasyna ticagzanyn koki diyilyér.

ax*+bx+c kwadrat ticagzanyn koklerini tapmak ti¢in ax*+bx+c=0
kwadrat denilemini ¢6zmek gerek.

1-nji mysal. 3x*-2x—5 kwadrat iicagzanyn koklerini tapalyn.
3x>2x—5=0 denleméni ¢ozelin. Alarys: D= (-2)*—4-3-(-5)=64;

_21\/? 2

2-3 3’
Diymek, 3x>-2x-5 kwadrat ugagzanyﬁ iki koki bar: 1% we —1.

ax*+bx+c kwadrat tigagzanyn ax’>+bx+c=0 kwadrat denlema-
nin kokleri yaly kokleriniii bardygy sebépli, onuni kwadrat deiileme
yaly iki koki, 6zara dent bolan koki ya-da koksiiz bolup biler. Bu

b2—4ac kwadrat deflleménifl diskriminantynyﬁ alamatyna bagly,
onda kwadrat tigagzanyn iki koki bar: eger D=0 bolsa onda kwadrat
licagzanyn Ozara denl bolan bir koki bar; eger D<0 bolsa, onda kwa-
drat licagzanyn kokleri yok.

Meseleler ¢oziilende kdmahal ax?+bx+c kwadrat tlicagzany
a(x—m)*+n gornilisinde (bu yerde m we n — kibir san) bermek amatly
bolyar. Sunun yaly 6zgertmi kwadrat iicagzadan ikagzanyn kwa-
dratyny boliip ¢ykarmak diyilyér.

Bu 6zgertménin néhili yerine yetirilydndigini mysalda gorkezeliii.

2-nji mysal. 3x>-36x+140 {igagzadan ikagzanyn kwadratyny
boliip ¢ykaralyi.

3 kdpeldijini yayyn dasyna ¢ykaryp dzgertmeleri yerine yetirip alarys:

30-36r+140=3(x* — 12x + 130),
(e —120+130)=3(x - 26+ 6 - 62+ 150

=3(( - 6P+ 22) =3~ 6)*+32.
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Diymek, 3x>-36x+140 =3(x—6)*+32.
Kwadrat ticagzadan ikagzanyn kwadratyny boliip ¢ykarmak bi-
len ¢oziilydan meseld garalyi.

3-nji mysal. Perimetri 20 sm bolan goniibur¢luklaryn i¢inde

kwadratyi in uly meydana eyedigini subut edelin.

Goy, goniiburglugyn bir tarapy x-e deni bolsun. Sonda beyleki
tarapy 10—x sm den, goniibur¢lugyn meydany bolsa x(10—x)sm?.

x(10—x) anlatmada yaylary agyp, 10x—x? alarys.

—x*+10x anlatma kwadrat iicagzany anladyar, onda a=-1. =10,
¢=0. Kwadrat ikagzany bolip ¢ykaralyn: —x?+10x=—(x>-10x)=
=—(x*—10x+25-25) =—(x—5)*+25.

Islendik x # 5 bolanda —(x—5)* anlatmanyn otrisateldigi sebapli,
x=5 bolanda —(x—5)?+25 jem i uly bahany alyar. Diymek, goniiburg-
lugyn taraplarynyn biri 5 sm defl bolanda meydany, ifi uly meydana
eyedir. Su halda ikinji tarap hem 5 sm bolyar, yagny goniiburclyk ta-
rapy 5 sm bolan kwadrat bolyar.

Goniikme
Kwadrat licagzanyn koklerini tapmaly:
a) 10x>+5x—5; b) 2x>+12x-18; ¢)x* 2x—4; d)—x*+5x-3.

§2. Kwadrat iicagzany kopeldijilere dagytmak

Goy, 3x>-21x+30 kwadrat icagzany kopeldijilere dagytmak ta-
lap edilyin bolsun. Ilki bilen 3-i yayyn dagyna ¢ykaralyn. Alarys:
3x>21x+30=3(x>-7x+10).
x*~7x+10 ticagzany kopeldijilere dagytmak tigin —7x-1, —2x we
—5x bir agzalaryn jemi gorniisinde yazalyn hem-de toparlama usulyny
ulanalyn:
X*=Tx+10=x-2x-5x+10=x(x—2)-5(x-2)=(x—2)(x-5).
Diymek, 3x>-21x+30=3(x—2)(x-5).
x=2 we x=5 bolanda 3(x—2)(x—5) kopeltmek hasyly nola 6wriilyar,
diymek, bu halatlarda 3x>-2 1x+30 ticagza hem nola dwriilyar. Diymek,
2 we 5 san onun kokleridir.

Biz 3x? —21x+30 kwadrat iicagzany 3 sanyf, yagny x>-yn koeffi-
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yazdyk.Olaryn biri liytgeydn x ululyk bilen bir kokiin arasyndaky
tapawudy, ikinji kopeldiji bolsa — liytgeyan x ululyk bilen beyleki
kokiin arasyndaky tapawudy anladyar.

Sonun yaly dagytmany koki bar bolan islendik kwadrat iicagza
ticin alyp bolar.

Teorema. Eger x, we x, sanlar ax’+bx+c kwadrat iicagzanyii
kokleri bolsa, onda ax’+bx+c=a (x-x,)(x-x,).

Subudy: ax’+bx+c kopagzadaky a kopeldijini yayyn dasyna
¢ykaryarys. Alarys:

ax’+bx+c=a (xz +éx+£).
a a
ax*+bx+c kwadrat ticagzanyn koklerinin ax’+bx+c=0 kwad-
rat deiileménin kokleri bolyandyklary sebidpli, Wiyetiii teoremasy

boyunca

c
X +tx,=——, XXy, =—,
a a

bu yerden % =—(x1+x) % = X" X

Sona gori-de,

x2+§ x+ % ==X, X, )02 06, =X X 0+ 0, =x(6-x, )X, (e-x ) =
=(or—=x )(x—x,).
Seylelikde, ax*+bx+c=a(x—x, )(x—x,).

Eger kwadrat ligagzanyn kokleri yok bolsa, onda ony birinji
derejeli kopagzalar bolyan kopeldijilere dagydyp bolmayandygyny
bellalin.

Muny subut edelin. Goy, ax*+bx+c licagzanyn kokleri yok diye-
lin. Ony birinji derejeli kdpagzanyn kopeltmek hasyly gorniisinde
vazyp bolyar diyip ¢ak edelin.

ax*+bx+c = (kx+m)(px+q).

m

Bu yerde k, m, p we g kidbir sanlar, 6ziinem k#0 we p#£0. x = — T

we X = —% bolanda (kx+m)(px+q) kopeltmek hasyly nola owriilyar.
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Diymek, x-ifi su bahalarynda ax*+bx+c tligagza hem nola owriilyar,
yagny -—% we —% sanlar onun kokleri bolyar. Biz garsylyga geldik,
sebdbi sert boyunca bu ticagzanyn kokleri yok.

1-nji mysal. 2x*+7x—4 kwadrat ligagzany kopeldijilere dagy-
dalyn.

2x*+7x—4=0 denlemini ¢6ziip, kwadrat tigagzanyn koklerini
tapyarys. x; = %x2=—4.

Kwadrat iicagzany kopeldijilere dagytmak baradaky teorema
boyunga alarys:

204754 =2(x-5)(x+4).
2 sany x—% ikagza kopeldip, alnan netijéni basgaga-da yazyp bolar:

2x*+ Tx—4=2x—1)(x+4).
2-nji mysal. —4x*+24x—36 kwadrat ligagzany kopeldijilere da-
gydalyn.
—4x*+24x—-36 =0 denleméni ¢oziip, ligagzanyn koklerini tapalyn:
x,=x,=3.
Diymek, —4x?+24x-36 = —4(x—3)(x-3).
Ya-da basgaca: —4x*+24x—36 =—4(x—3)2.
3-nji mysal. Droby gysgaltmaly:
3x+2
3x* = 13x — 10°

3x-13-10 kwadrat tigagzany kopeldijilere dagydalyn.
Onun kokleri —% we 5 den. Sona gori-de,
3x—13x-10=3 (x+ %)(x—S) =(3x+2)(x-5).

Diymek,

x+2 _ x+2 _ 1
33— 13x—10  (Bx+2)(x—=5) x-5°
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Goniikmeler

1. Kwadrat tigagzany kopeldijilere dagytmaly:
a) 2x*+12x—14; b) -m*+5m—6; ¢) 3x*+5x—2; d) 6x>—13x+6.

2. Droby gysgaltmaly:

4dx +4 . 2a* — 5a — 3.
AT L =349

16b b 2y +7y+3
b) —bh—12 d) >_9

§3. Kwadratik funksiya we onuii grafigi

y=ax* funksiya, onun grafigi we hésiyetleri.

Geljekde bizin garap ge¢meli it mohiim funksiyalarymyzyn biri
kwadratik funksiyadyr.

Kesgitleme:

y=ax*+bx+c gorniisli formula bilen berip bolyan funksiya
kwadratik funksiya diyilyir, bu yerde x bagly dil iiytgeyan ulu-
lyk, a, b, ¢ — kibir sanlar we a #0.

Deitizlenen hereketde yoluin wagta baglylygy kwadratik funk-
siyanyn mysaly bolup biler. Eger jisim hasap baslangyjyna c¢enli
a (m/c?) tizlenme bilen hereket etse we ¢ wagt hasaplanyp baslanyan-
¢a ¥ (m/c)tizlik bilen S (m) yol gegse, onda gegilen S yolun # wagta
(sekunt hasabynda) baglylygy (metr hasabynda) S = TI =S+ 5o

formula bilen anladylyar. Eger, meselem, a=6, 3, = 5, s,=20 bolsa,
onda formula su gorniisi alar: S=3£+5¢+20.

Biz kwadratik funksiyany éwrenmekligi ayratyn haldan, y=ax?
funksiyadan baslayarys.

a=1 bolanda y= ax? formula y= x? gérniisi alar. Funksiyanyn ba-
hasynyn tablisasyny diizelin:
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=,

b

91 91
8t 8t
7t 7t
61 61
54 54
41 41
31 31
il il
11 11

3210 12 3 x 3210 12 3 x
a) b)

37-nji surat

Koordinatalary  tablisada gorkezilen nokatlary guralyn
(37-nji surat). Olary endigan ¢yzyklar bilen birikdirelin. Eger y=x
funksiyanyn grafiginin her bir nokadyny bu nokatdan x oka ¢enli uzak-
lyk 2 esse artar yaly edip yokaryk gecirsek, onda ol y=2x* funksiyanyn
grafiginiii nokadyna ge¢yar, sonda bu grafigin her bir nokady y= x?
funksiyanyn grafiginiii kdbir nokatlaryndan alnyp bilner. Basga soz-
ler bilen aydylanda, y=2x funksiyanyn grafigini Ox okdan 2 esse
daslagdyrmak (siiyndiirmek) arkaly y= x* paraboladan almak bolar.

Indi y = %xQ funksiyanyn grafigini guralyil. Munuil {i¢in onun

bahalarynyn tablisasyny diizelin.

x |4 |3 - | -1 0 1 2 3 4
y 8 1451 2 |05] 0 05| 2 |145] 8

Koordinatalary tablisada gorkezilen nokatlary gurup we olary en-
digan birikdirip, y = % x? funksiyanyn grafigini alarys (38-nji surat).
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x islendik san bolanda y — % x2 funksiyanyn bahasy y=x? funksi-

yanyi grafiginin her bir nokadyny bu nokatdan Ox oka ¢enli uzaklygy
2 esse kigeler yaly edip asak gegirsek, onda ol y = 1 funksiyanyn

grafiginin 2

arnil SR el el AR A Bl <

43210 12 3 4x 4 32-10 12 3 4%x

a) b)

38-nji surat

nokadyna ge¢yar. Bu grafigin her bir nokady y= x> funksiyanyn
grafiginin kibir nokatlaryndan alnyp bilner. Seylelikde, y = %xz
funksiyanyn grafigini Ox oka 2 esse gysmak arkaly y= x? paraboladan
alyp bolar.

Eger a>1 bolsa, umuman, y=ax? funksiyanyn grafigini x oka a
esse sliyndirmek arkaly we eger 0< a<lI bolsa, x oka % esse gysmak

arkaly y=ax? paraboladan alyp bolar.
Indi a<0 bolanda y=ax? funksiya garap gegelin.
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_ 2

Y =772% funksiyanyh grafigini guralyfi, munuf ii¢in bu funksi-
yanyn bahalarynyn tablisasyny diizelin:
X —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-8 |45 | 2 |05 0 |-05 -2 —4.,5 -8

Bu tablisadan peydalanyp, =—%x2 funksiyanyfi grafigini

guralyn (39-njy a surat). x islendik bolanda bu funksiyanyni bahalary
garsylykly sanlar bolyar. Diymek, grafiklerin degisli nokatlary x oka

gord simmetrikdirler. Bagga sozler bilen aydylanda, Y = — %Xz funksi-
yanyn grafigi x oka gord simmetriyanyn komegi bilen y = % x* funksi-

yanyn grafiginden alnyp bilner (39-njy b surat).

39-njy surat
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Umuman, y =ax*> we y =—ax’ a#0 bolanda funksiyalaryn grafi-
kleri x oka gord simmetrikdirler.

y=ax? funksiyanyn grafigi yaly, bu yerde a#0, y=x funksiyanyn
grafigine hem parabola diyilyar.

a >0 bolanda y =ax? funksiyanyn hisiyetleri:

1. Eger x=0 bolsa, onda y=0. Diymek, funksiyanyn grafigi
koordinatalar baslangyjy arkaly gecyar.

2. Eger x#0 bolsa, y>0. Funksiyanyn grafigi absissa okundan yo-
karky yarym tekizlikde yerlesendir.

3. Argumentinl garsylykly bahalaryna funksiyanyn den bahalary
degislidir. Funksiyanyn grafigi y okuna gord simmetrikdir.

4. (—o0; 0) aralykda funksiya kemelyir we (0; +oo) aralykda
artyar.

5. Funksiya nola defi bolanda in ki¢i bahany x=0 bolanda alyar,
funksiyanyn il uly bahasy bolmayar. Funksiyanyn bahalar yaylasy
[0; +oo) aralykdyr.

a<0 bolanda y=ax* funksiyanyn hésiyetleri:

1. Eger x=0 bolsa, onda y=0. Funksiyanyn grafigi koordinatalar
baslangyjyndan geg¢yar.

2. Eger x#0 bolsa, onda y<0. Funksiyanyn grafigi asaky yarym-
tekizlikde yerlesendir.

3. Argumentinl garsylykly bahalaryna funksiyanyn den bahalary
degislidir. Funksiyanyn grafigi y oka gord simmetrikdir.

4. (—oo; 0] aralykda funksiya artyar we [0; +oo) aralykda kemelyar.

5. x=0 bolanda funksiya nola defi bolan i uly bahany alyar,
funksiyanyn in ki¢i bahasy yok. Funksiyanyn bahalar yaylasy (—o0;0]
aralyk bolyar.

Sanalyp gegilen hasiyetlerden ¢> 0 bolanda y=ax? parabolanyn
sahalary yokary, a<0 bolanda asak gontikdirilendigi gelip ¢ykyar. Oy
ok parabolanyn simmetriya okudyr. Parabolanyn simmetriya oky bi-
nyn depesi koordinatalar baslangyjydyr.

Ox oka gord berlen grafige simmetrik bolan grafigin gurlusy
Ox okdan daslasmagy ya-da Ox oka gysylmagy — funksiyalaryn
grafikleriniil 6zgertmelerininl diirli gérntisleridir.
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y=ax* funksiya li¢in bizin garap gecen grafiklerimizin 6zgertme-
si islendik funksiya ti¢in ulanarlyklydyr.

Mysallardan gornusi yaly funksiyanyn grafigini 6zgertmegin
umumy shemasyna seredeliil. y=f(x) funksiyanyn grafiginiit komegi
bilen y=kf(x); y=kf(x)+b; y=kfix+a); y=kf(x+a)+b funksiyalaryi
grafikleriniil alnysyna garap gegelin.

1. y=kf(x) funksiyanyn grafigi:

a) eger | kl >1, onda f(x) funksiyanyn grafigi k£ baglylykda Oy
oka goré gysylyar;

b) eger 0< | kl <1, onda f(x) funksiyanyn grafigi & baglylykda
Oy — oka gora yayrayar.

2. y=kf(x)+b funksiyanyn grafigi:

a) eger b > 0 bolsa, onda y=kf(x) funksiyanyn grafigi Oy oka gord
b birlik yokary stiysyér;

b) eger b < 0 bolsa, onda y=kf(x) funksiyanyn grafigi b birlik
asak siiysyar.

3. y=kf(x+a) funksiyanyn grafigi:

a) eger a > 0 bolsa, onda y=kf(x) funksiyanyn grafigi Ox oka gora
a birlik ¢epe sliysydr;

b) eger a < 0 bolsa, onda y=£kf(x) funksiyanyn grafigi Ox oka
gord a birlik saga sliysyér.

4. y=kf(x+a)+b funksiyanyn grafigi:

a) eger a > 0; b > 0 bolsa, onda y=kf(x) funksiyanyn grafigi Ox
oka gori a birlik ¢epe, b birlik Oy oka goréd yokaryk siiysyér;

b) eger a > 0; b < 0 bolsa, onda y=kf(x) funksiyanyn grafigi Ox
oka gori a birlik ¢epe, b birlik Oy oka goré asak siiysyar;

¢) eger a < 0; b > 0 bolsa, onda y=kf(x) funksiyanyn grafigi Ox
oka gori a birlik saga, b birlik Oy oka gord yokaryk siiysyar;

d) eger a < 0; b < 0 bolsa, onda y=kf(x) funksiyanyn grafigi Ox
oka gori a birlik saga, b birlik Oy oka goré asak stiysyar.

y=x* funksiyanyn grafigini 6zgertmek bilen y=2(x+a)*+4 funk-
siyanyn grafigini guralyn (40-njy surat).
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y=2(x+3)"+4

y=2x"+3
5
3 y=x
1| ffy=2x

2 4

5-432-1 01234

40-njy surat

Goniikmeler

1. y = x? parabolanyn iilniisini peydalanyp, funksiyanyn grafigini

gurmaly:
a)y=x’—4 ¢) y=(xt4)%
b)y=-x*—1; d)y=—(x-3)~
2. Funksiyanyn grafigini gurmaly:

1 ) __1

a)y:z(x+3)2—3, b)y_—z(x+1)2+3.
3. Funksiyanyn grafigini gurmaly:
a)y =x" —4dx+ 4; b)) y=—x"+6x—-09.

§4. Kwadrat deiileme

Doly diil kwadrat defilemeler

Kesgitleme. ax*+bx+c=0 gorniisdaki denlemelere kwadrat den-

06zem a#0. a, b we c sanlar — kwadrat defilemdnin koeffisiyentleri,
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a sana birinji koeffisiyent, b sana ikinji koeffisiyent we ¢ sana azat ag-
onun ¢ep bolegi ikinji derejeli kdpagzadyr. Eger ax?* +bx+c=0 kwad-
rat denlemede b we ¢ koeffisiyentlerin it bolmanda biri nola den bol-
sa, onda sonun yaly defileméd doly dil kwadrat denilleme diyilyar.

Meselem, —2x*+7=0, 3x>-10x=0 we —4x>=0 denlemeler doly
dél kwadrat denlemelerdir. Olaryn birinjisinde »=0, ikinjisinde ¢=0,
tictinjisinde h=0 we ¢=0. Doly dil kwadrat defilemelerin ii¢ gorniisi
bardyr:

1) ax*+¢=0, bu yerde ¢#0;

2) ax*+bx=0;

3) ax*=0.

Su gorniisdiki detilemelerin her biriniil ¢oziilisine garalyn.

1-nji mysal. —3x?+15=0 denleméni ¢6zmeli.

Azat agzany denleménin sag bolegine gecirelin we emele gelen
denleménin iki bolegini hem 3-e bolelin:

3x2=15, x2=5, x=V'5 ya-da x =— /5.

2-nji mysal. 4x*+3=0 denllemini ¢6zmeli.

Azat agzany denleménin sag bolegine gegirelin we emele gelen
defilleménin iki bolegini hem 4-¢ bolelin: 4x’=-3; x* = ~1

Sanyn kwadratynyn otrisatel san bolandygy {icin, emele gelen
denleménin kokleri yokdur. Diymek, ona dengiiy¢li bolan 4x*+3=0
denleméniit hem koki yokdur.

Jogaby: kokleri yok.

Umuman, ¢#0 bolanda ax’+¢=0 gorniisli doly dil kwadrat derile-
mini ¢ozmek {li¢in, onun azat agzasyny sag bolege geciryarler we iki

bolegi hem a bolyirler. ax*+c= ¢ defileméi dengiiy¢li bolan x* = —%

deiileméni alyarlar. ¢#0 bolyandygy ii¢in, —% # 0.

Eger —% > (0 bolsa, onda denleménin iki koki bardyr:

/ c / c
xX== —; we x,= —;.
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Eger -< <0 bolsa, onda denlleménin kokleri yokdur.
a

3-nji mysal. 4x’>+9x=0 denleméni ¢ozmeli.
Deiilemanin ¢ep bolegini kopeldijilere dagydalyii: x(4x+9)=0.
Bu yerden x=0 ya-da 4x+9=0 4x+9=0 denlleméni ¢ozelin: 4x=-9;

1 1
x= —25. Jogaby: x =0; x =2 5

Umuman, b#0 bolanda, ax*+bx=0 gorniisli doly ddl kwadrat
deiilemini ¢6zmek iicin, onun ¢ep bdlegini kdpeldijilere dagydyp we
x(ax+b)=0 denilleméni alarys. x(ax+b)=0 kopeltmek hasyly, haganda
kopeldijilerin i bolmanda biri nola dent bolanda we difie sonda nola
denidir: x=0 ya-da ax+b=0; ax+b=0 denileméini ¢ozlip, taparys: ax=—b;

x=- 2 , bu yerde a#0.
a

b
Seylelikde, x(ax+b) kopeltmek hasyly x=0 bolanda we x=——
b

bolanda nola owriilyar. Sona gord-de, 0 we _Z sanlar ax2+bx=c6
denlleménin kokleridir. a

Diymek, b#0 bolanda, ax*+bx=0 gorniisli doly dal kwadrat
denleménin hemise iki koki bardyr. ax*=0 gorniisli doly dil kwadrat
denleme x>=0 denlema dengiiyclidir we sona gord-de yeke-tak 0 koki
bardyr.

Goniikmeler
Denlemaini ¢ozmeli.
1. 16x>-25 =0. 3. 10-0,1x2 =0. 5. 5x>—4x =0.
2.2a°+3a=0. 4. 6x—5x* =0. 6. 2x +x*=0.

§5. Kwadrat deifilemelerin formula boyunca ¢oziilisi

Iki agzanyn kwadratyny bdlip ¢ykarmak bilen kwadrat
deiilemelerin ¢oziilisi tagasyksyz 6zgertmelere getiryar. Sona gora-de,
kwadrat deillemelerin ¢oziilisine baggaca ¢emelesyérler. Denleméni
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umumy gornilisde ¢cozyirler we netijede, koklerin formulasy alynyar.

Sonira ol formulany islendik kwadrat defileme ¢oziilende ulanylyar.
ax*+bx+c=0 (1) kwadrat denileméni ¢6zelin. Onun iki bolegini-

de a boliip, ona dengiiy¢li bolan x* + gx + % = (, getirilen kwadrat

defileméni alyarys. Ol denillemini 6zgerdelin:

ab (DY _(BY e (L b)_ b _c
2a 2a 2a a 2a 4a* a

b Y b —4ac
(“z) " @
(2) denleme (1) deiilemé dengiiycliidir. Onun kokleriniii sany
b* —4ac
v drobuni alamatyna baglydyr, a#0 bolyandygy iigin, 4a?
a

polozitel sandyr, sona gora-de, ol drobun alamaty onuf sanawjysynyn,
yagny b*>-4ac anlatmanyn alamaty bilen kesgitlenydr. Ol anlatma

......

nant* latynca-tapawutlandyryjy). Ol D harp bilen belgilenyir, yagny
D=b4ac.

2
(2) denleméni (x+zi) =4—D2 gornlisde yazalyn. Indi D-e
a a

baglylykda miimkin bolan diirli hallara garalyi.
1) Eger D>0 bolsa, onda

b D b D

X+—=——yada x+—=——-
2a 2a 2a 2a
b D, b D
xX=——-—yadax=——+—
2a  2a 2a  2a
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i)

X =

, -b+~D
ya-da x = ——.
2a 2a
Seylelik bilen, su halda (1) deileménin iki koki bolyar:

~b—/D —b++/D
we X, = ——.
2a 2a

X =

Asakdaky gysgaca yazgy kabul edilendir:

X, , bu yerde D=b>-4ac

_-b+JD
2a
Muia kwadrat defileménin kokleriniii formulasy diyyarler.
2) Eger D=0 bolsa, onda (2) denleme asakdaky gorniisi alyar:

2
(x+iJ =0.
2a
b

Bu yerden x+i=0; x=—-—
2a 2a

Bu halda (1) denleménin — 2i deii bolan bir koki bardyr.
a
Kwadrat denleménin koklerinin formulasyndan su halda hem
peydalanmak bolar. Hakykatdan-da, D=0 bolanda ol formula asakda-

ky gorniisi alyar: x = —bj—\/ﬁ __b
a

2a

D
3) Eger D<0 bolsa, onda i drobun bahasy otrisateldir we sonia

2
gord-de | x+ zi = 22 defillemédnin, diymek, ona denigiiy¢li bolan
a a
(1) denleménin hem koki yokdur.
Seylelik bilen, diskriminanta baglylykda kwadrat defileménin iki
koki (D>0 bolanda), bir koki (D=0 bolanda) bolup biler ya-da kokleri
bolup bilmez (D<0 bolanda).
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Kwadrat denileme (1) formula boyunca ¢oziilende asakdaky yaly
girismek maksadalayykdyr:

1. Diskriminanty hasaplamaly we ony nol bilen denesdirmeli.

2. Eger diskriminant polozitel ya-da nola den bolsa, onda kokle-
rin formulasyndan peydalanmaly, eger diskriminant otrisatel bolsa,
onda hakyky kokler yok diyip yazmaly.

1-nji mysal. 12x*+7x+1=0 denlemini ¢6zmeli.

Diskriminanty tapalyn:

2 LT
D=7"-412-1=1, D>0, 21

Jogaby: x, =—%; X, =—i.
2-nji mysal. x’~12x+36=0 denileméni ¢6zmeli.
1210

D=(-12)>-4-136=0, x =———.

Jogaby: 6. 2

3-nji mysal. 7x>-25x+23=0 denleméni ¢ozmeli.

Alarys: D=(-25)*-47-23=625-644, D<0.

Jogaby: kokleri yok.

Ikinji koeffisiyenti jiibiit san bolan kwadrat defilemeler iigin
koklerinn formulasyny basga gorniisde yazmak amatlydyr

ax’+2kx+c=0; D=4k*~4ac=4(k>~ac)=4D,

—2kx./4D, -bx./D
x= L = \/—1 bu yerde D, =k*—ac.

2a a

Eger D <0 bolsa, onda defileménini kokleri yokdur.
4-nij mysal. 9x>~14x+5=0 denlemini ¢6zmeli

e

D=(-7-9:574, x, ==

Jogaby: x, :%; x, =1.
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Goniikmeler
Deilleméni ¢ozmeli (1-5).
1. x*+11x +9=0.
2. 9x*—2=5x2.
3. (x+1)=10x* +17.

f XG=D) | 1lx_x-4
3 10 3

5x—x° 3 (5x-11) s (7-x)
3 4 2
6. c-nin haysy bahasynda:

5.

a) x>+3x+c=0 denleménin den koki bar;
b) 3x?+x—c=0 denleménin diirli hakyky koki bar;
¢) x>2x+3c¢ =0 denleméanin koki yok?

§6. Kwadrat deiilemeleri ¢cozmegii grafiki usuly

y=ax*+bx+c kwadrat funksiyanyn nollarynyn ax*+bx+c=0 den-

lemanin kokleri bolyandygy bize belli. Sona esaslanyp, kwadrat den-
leménin koklerini grafiki usul bilen hem tapyp bolar.

Analitik (formula) usul bilen ¢6ziilende ¢ylsyrymly hasaplama-

lara getirydn kwadrat denillemelerini koklerini grafiki usul bilen tapmak
Ordn amatlydyr.

1-nji mysal.
x?-2x-3=0 denlemaini grafiki usul bilen ¢6zmeli.
y=x’-2x-3 kwadrat funksiyanyn grafigini guralyn (41-nji surat).

x |2 -1]0 1] 2]?3
y |50 |3]4|3]0
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41-nji surat

Cyzgydan gorniisi yaly, bu parabola absissalar okuny A(—1;0) we
B(3;0) nokatlarda kesip gec¢yér. x=—1 we x=3 bolanda, y=0 bolyan-
dygy sebépli, bu sanlar y=x*-2x—3 funksiyanyn nollarydyr. Diymek,
x,=—1 we x,=3 sanlar x>~2x-3=0 kwadrat defileménin kokleridir.

Eger y=ax*+bx+c parabola absissalar okuna galtagyan bolsa,
yagny olaryn yeke-tdk umumy nokady bar bolsa, onda ax*tbx+c=0
kwadrat defileméninl gabat gelydn kokleri bolar (defileménin yeke-tik
koki bar hem diyilyar).

Eger-de y=ax>+bx+c parabolanyn absissalar oky bilen umumy
nokady yok bolsa, onda ax*+bx+c=0 kwadrat denleménin hakyky
kokleri yokdur. Kwadrat defileméni grafiki usul bilen ¢6zmegin yene
bir gbrniisine seredelin.

2-nji mysal. x*-2,5x+0,25=0 denleméni grafiki usul bilen ¢dzmeli.

Berlen denleméni ona dengiiycli bolan x*=2,5x—0,25 gorniisde
yazalyfi we bu defligifi ¢ep bolegindiki afilatmany y, harpy bilen,
sag bolegindaki afilatmany bolsa y, harpy bilen belgilélifi. Sofira bir
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cyzgyda y =x* we y,=2,5x-0,25 funksiyalaryii grafiklerini guralyi
(42-nji surat).

42-nji surat

Cyzgydan gorniisi yaly, bu grafikler 4 we B nokatlarda kesigyér-
ler, yagny bu nokatlarda y, we y, funksiyalar deni bahalara eye bolyar-
lar. Diymek, bu nokatlaryn absissalary x*-2,5 x+0,25=0 denleménin
kokleri bolar. 4 nokadyn absissasynyi takmynan 0,1-e, B nokadyn
absissasynynl bolsa, takmynan 2,4-e den bolyandygyny gormek bol-
yar. Onda berlen kwadrat defileménin kokleriniii takmynan bahalary
x,=0,1 we x,=2,4 bolar.

Gurlan grafiklerin takyklygy yokary boldugyca tapylan kok-
lerin takyklyk derejesi hem yokary bolar. y =x* we y,=2,5x-0,25
funksiyalaryn grafiklerini gurmagyn y=x?-2,5x+0,25 parabolany gur-
makdan ansatdygyna g6z yetirmek kyn déldir. Sol sebépli, kwadrat
deiilemédni su gorniisli usul bilen ¢6zmek amatlydyr.

Eger ax*tbx+c=0 (a#0) gorniisli denleméni grafiki usul bilen
¢ozmek gerek bolsa, onda ony berlen denilemi dengiiy¢li bolan

X’ + b x+<=0
a a
gorniise getirip, 2-nji mysalda beyan edilen usuly ulanmak has amat-
lydyr.
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Goniikmeler

Kwadrat detileméni grafiki usul bilen ¢ozmeli.

1.%;8—2:0. 3.0 Ax+4=0. 5. -4(x-2)+1 =0.

2. -3x>-5 =0. 4.2(x+1)>-8=0.  6.x*—x+1,3=0.

§7. Kwadrat defilemeleri diizmek arkaly meseleleri ¢c6zmek

Matematikanyn, fizikanyn, tehnikanyn kop meseleleri kwadrat
denilemelerin komegi bilen ¢ozilyér.

1-nji mysal. Bir tarapy beylekisinden 5 m uly bolan goniiburg-
lugyn meydany 84 m? bolsa, onun taraplaryny tapyn.

Coziilisi. Goy, goniiburclugyn bir tarapy x m bolsun. Onda
onun beyleki tarapy

(x +5) m bolar. Serte gora:

x(x+5) = 84.
Alnan denlemeleri yonekeylesdirelin:
x*+5x-84=0.

Bu defileméni ¢oziip, x, =—12, x, = 7 bahalary tapyarys. Meselanifi
sertine gord x-in bahasy polozitel san bolmaly. x=7 bolanda bu sert ka-
nagatlandyrylyar. Onda goniiburglugyn bir tarapy 7 m, beyleki tarapy
bolsa 7+ 5 =12 m bolar. Jogaby: 7 m, 12 m.

2-nji mysal. Jisim 30 m/s baglangyc tizlik bilen dik yokary
zynlypdyr. Ol ni¢e sekuntdan son 40 m beyiklikde bolar?

AN

/2 4'6‘;3

A
hm

=

43-nji surat
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(Cozilisi. Fizika dersinden belli bolsy yaly, dik yokaryk zyiilan
jisimin t sekuntdan son galyan / beyikligi

_., &
h = Vot— 7

formula bilen tapylyar. Bu yerde v, m/s hasabyndaky baslangyg¢ tiz-
lik, g — bahasy, takmynan 10 m/s* bolan yokardan erkin gagma tiz-
lenmesi.

Yokardaky formulada #=40 m, v, = 30 m/s bahalary ornuna go-
yup alarys:

40=30t-57.
Bu yerden
5£-30t+40=0
£—61+8=0.

Bu kwadrat defileméni ¢oziip, ¢, =2, 1,=4 bahalary taparys.

Tapylan koklerifi manysyna diistinmek tigin 2= 30¢— 5¢# baglyly-
gyn grafigine seredelin.

43-nji suratdaky grafikden gorniisi yaly, zynlan jisim ilkinji
3 sekundyn dowamynda 45 m cenli yokaryk galyar, soiira bolsa ol
asaklap, 6 sekuntdan son yere diisyar.

Seylelikde, jisim zynlandan 2 sekuntdan we 4 sekuntdan son
yerden 40 m beyiklikde bolyar.

Jogaby: jisim zynlandan 2 sekuntdan we 4 sekuntdan son 40 m
beyiklikde bolar.

3-nji mysal. Gayyk derya boyunca akymyn garsysyna 22,5 km
we akymyn ugruna 28,5 km gegyir, dhli yola 8 sag wagt sarp edyar.
Akymyn tizligi 2,5 km/sag. Gayygyn hususy tizligini tapmaly (gayy-
gyn yata suwdaky tizligini tapmaly).

Cozilisi.x km/sag gayygyn hususy tizligi bolsun. Onda gayygyn
akymyn ugruna tizligi (x+2,5)km/sag, akymyn garsysyna tizligi
22,5
x+2,5

(x—2,5)km/sag bolar. Akymyn garsysyna sarp eden wagty

sag bolar. Meseldnin sertine gord dhli yola 8 sag sarp edilendigi {igin
22,5 28,5 45 5T _g
x—2,5 " x+2,5 x—5" 2x+5

+ = 8 ya-da 5

123



Yonekeylesdirip alarys: 8x*~51x—35=0 defileméni ¢oziip kokleri
taparys:

xl——%; x,=7.

Jogaby: 7 km/sag.

4-nji mysal. 60 tonna yiiki ¢cekmek {i¢in birnd¢e masyn gerek-
di. Her bir magyna yliklenmelisinden 0,5 tonna kem yiiklenendigi se-
bépli, yene-de 4 magyn gosmaca almaly boldy. Ilkibasda nd¢ce masyn
ulanmak g6z 6ntinde tutulypdyr?

Coziilisi. Goy, x masyn meyillesdirilen bolsun, onda % tonna

yiiki cekyin masyn gerek bolar. Meselédnin sertine gora:
60 _ 5= 60
X T x+4

120 (x+4)—(x+4)x=120x
120x+480—x—4x—120x=0
—x*~4x+480=0 (—1)-e kopeldip alyarys:
x*+4x—480=0

b_4

a=1;b=4; =480 k= —=—=12
2 2

D _ ke ac=0>1.(-480)=4+480-484

4

D _ 484; 484>0.

4

Diymek, 7 >0. Onda (iki koki bar).

K+ 2
o= — V4 o4 faga=—2+22

1.2 a
x,=—2+(-22)=-24<0 (kanagatlandyrmayar)
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x,=2+22=22-2=20
Jogaby: 20 magyn.

Goniikmeler

1. Jisim 40 km/sek baslangy¢ tizlik bilen wertikal yokaryk
zynylypdyr. Jisim nd¢e sekuntdan son 60 m beyiklikde bolar?

Jogaby: 2 s we 6 s.

2. Motorly gayyk deryanyn akymynyn ugruna 42 km we akymyn
garsysyna 20 km yoly 5 sagatda gecdi. Eger deryanyn akys tizligi
2 km/ sag bolsa, gayygyn yata suwdaky tizligini tapmaly.

Jogaby: 12 km/sag.

3. Goniiburgly ticbur¢lugyn katetleri 8:15 yaly gatnasyar, gipote-
nuza bolsa 6,8 m. Ugburclugyit meydanyny tapmaly.

Jogaby: 9,6 m*.

§8. Drobly rasional defilemeleri ¢cozmek

5 x—4 x-9
2x+5=3(8-x); - =- ; =
x (8—x) x . 3x+19 el 2

denlemelerin ¢ep we sag bolekleri rasional anlatmalardyr. Seyle

......

......

5 -4 —
defilemedir, x—==-3x+19 we — = =9 detilemeler — drobly
X 2x+1 X

rasional defilemelerdir. Drob rasional denlemeler ¢oziilende asakdaky
usuldan peydalanmak maksada layykdyr:
1) deiilemi giryédn droblaryin umumy maydalawjysyny tapmaly;
2) denileméinin iki bolegini-de umumy maydalawja kopeltmeli;
3) emele gelen bitin denileméini ¢ozmeli;
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4) onun koklerinden umumy maydalawjyny nola éwiiryanlerini
ayyrmaly.

1-nji mysal. XT_I + % = S?x bitin denleméni ¢ézmeli.

Denlemaénin iki boleginde ona giryén droblaryn in ki¢i umumy
maydalawjysyna, yagny 6 sana kopeldelil. Berlen defilemé dengiiy¢li
bolan drobsuz detileme alarys:

3(x—1)+4x=5x, 3x-3+4x=5x, 7Tx-5x=3, 2x=3, x=1,5.

Jogaby: x=1,5.

2-nji mysal. Drobly rasional defileméni ¢6zmeli.

x—3+l: x+5 .
x—-5 x x(x—S) ()

Deiileménin iki bolegini-de droblaryii umumy maydalawjysyna,

yagny x(x—5) anlatma kopeldelin. Asakdaky bitin denleméni alarys:
X(x—3)+x—5=x+5 (2)

(1) detileménin her bir kokiininl (2) denilleménin koki bolyandygy
diigniiklidir. Emma (2) deiileme (1) defilema dengiiycli bolman hem
biler, ¢linki biz onun iki bdlegini-de noldan tapawutly sana kopelt-
mén, eysem iiytgeyédn ululykly anlatma kopeltdik, ol bolsa nola hem
owrllip biler. Sonia gord (2) deilleménin her bir koki hokman (1)
denleménin koki bolup bilmez. (2) defileméni ¢ozelin:

x*=3x+x-5=x+5, x*-3x-10=0, x =2; x,=5 sanlary alarys.

Bu kokleri (1) defilemede ornuna goyup barlalyi. x=—2 bolanda
x(x—5) umumy maydalawjy nola owrlilmeyédr. Diymek, —2 san (1)
deiileménin kokiidir.

x-3

x=5 bolanda umumy maydalawjy nola owriilyir we .5’

x+5
x( x—5) afilatmalar manysyny yitiryér. Sona gord-de, 5 san (1) den-

leménin koki déldir.
Jogaby: x=—2.
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2 1 4-x
3-nji mysal. 2—4 2-2x = [ENp deiileméni ¢6zmeli.

2 1 4-x

(x=2)(x+2) x(x-2) x(x+2)

Droblaryi umumy maydalawjysy: x(x—2)(x+2).
2x—(x+2)=(x-2)(4-x), 2xx-2=4x—x*-8+2x, x*-5x+6=0, x=2;
x,=3

Eger x=2 bolsa, x(x—2)(x+3)=0;
eger x=3 bolsa, x(x—2)(x+3)#0.

Jogaby: x=3.
Goniikmeler
Deilleméni ¢ozmeli.
1. — 8 = ! +— ! .
x —4x x+2 x —2x
18 16
T 4xP+4x+1 2xP-x 4xP -1
4 1 1
. = ~+———=0.
(x+1)” (x=-1)" x -1
4 1 4

. + = :
9x*—1 3x*—x 9x*—6x+1

§9. Rasional deiilemeleriii komegi bilen meselelerii ¢oziilisi

Kop meseleleriii ¢oziilisi drob rasional denllemelere getirilyar.

1-nji mesele. Motorly gayyk deryanyn akymynyil ugruna
25 km we akymyn garsysyna 3 km ge¢ipdir, sonda dhli yola 2 sag
sarp edipdir. Eger deryanyn akys tizligi 3 km/sag bolsa, gayygyn yata
suwdaky tizligi nice?
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Cozilisi.

Goy, x km/sag — gayygyn yata suwdaky tizligi bolsun. Sonda
gayygyn tizligi akymyn ugruna (x+3) km/sag, akymyn garsysyna bol-
sa (x—3) km/sag bolar. Gayyk akymyn ugruna 25 km gecipdir we sol

25
yola 13 sag sarp edipdir, akymyn garsysyna
X

3 km gegipdir we % sag sarp edipdir. Diymek, dhli yola sarp
X—

edilen wagt 25 + 3 sagada den. Meseldnin sertine goréd gayyk
x+3 x-3 25 3
ahli yola 2 sag sarp edipdit. Diymek, ——+ =2. Bu denleméni

x+3 x-3

¢0zlip, onun koklerini taparys: x =12, x,=2.

Jogaby: 12 km/sag.

2-nji mesele. Dayhan kirendesine alan yerinden 875 sentner
bugday yygnady. Basga bir kdrendeci her gektaryn hasyllylygyny
birinji dayhanyiika garanda 5 sentner artdyrmagyn hotdesinden gelip,
yerinin onuilkydan 2 ga azlygyna garamazdan, 920 sentner bugday
hasylyny yygnady. Dayhanlar her gektardan nice sentner bugday ha-
sylyny yygnapdyrlar?

Cozilisi.

Birinji dayhan her gektardan x sentner bugday yygnapdyr diye-
li. Onda beyleki dayhanyii her gektardan alan hasyly (x+5) sentner
bolar. Birinji dayhan jemi 875 sentner hasyl yygnan bolsa, onun ké-

. . 875 . .
rendesine alan yeri — ga bolar. Ikinji dayhanyn yeri bolsa 920 ga
X +

bolar. Serte gord ikinji dayhanyn yeri birinjinin yerinden 2 ga azdyr:
920 _875_ 2. Bu denleméni yonekeylesdirip alarys: 2x?+55x—
x+5 x 125

4375=0. Onun kokleri: x =35 we =T sanlardyr. 5 san me-
seldnin sertini kanagatlandyrmayar. Onda x=35 bolar. Birinji dayhan

her gektardan 35 sentner, ikinji bolsa, 40 sentner hasyl alypdyr.
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Goniikmeler

1. Gysgalmayan ady drobyil sanawjysy onuil maydalawjysyndan
5 san kigi. Eger ol drobyn sanawjysy 2 san kigeldilip, maydalawjysy

1
16 san ulaldylsa, onda drob 3 san kiceler. Ol droby tapyii.

2. Saherden uzaklygy 120 km bolan oba tarap bir wagtda iki aw-
tomobil ugrapdyr. Birinin tizligi beylekisinin tizliginden 20 km/sag
uly bolupdyr, sona gori-de, ol barmaly yerine 1 sag 61 gelipdir. Her
awtomobilin tizligini tapmaly.

3. Welosipedg¢i 4 sdherden B sdhere ugrapdyr. 1 sag 36 minutdan
sont onun yzyndan motosiklet¢i ugrapdyr we B sdhere welosiped¢i bi-
len bir wagtda gelipdir. Eger welosipedg¢inin tizligi motosiklet¢iniiki-
den 32 km/sag az, sdherlerin arasyndaky uzaklyk 45 km bosa, onda
welosipedginin tizligini tapyi.

4. Syyahatcylaryn biri 20 km uzaklygy beylekisinden 20 min calt
gecipdir. Syyahatgylaryn biri beylekisinden 2 km/sag uly tizlik bilen
gidendigini bilip, olarynl her birinif tizligini tapyi.

5. TIki awtomobil bir wagtda bir sdherden beyleki sdhere ugrayar-
lar. Birinjinin tizligi ikinjinin tizliginden 10 km/sag uly, sona gori-de
birinji awtomobil barmaly yerine ikinjiden 1 sag 611 gelipdir. Sdherle-
rin arasyndaky uzaklygyn 560 km-e dendigini bilip, her awtomobilin
tizligini tapyn.

6. Syyahatcy deryadan gayyk bilen akymyn garsysyna 6 km we
kolde 15 km yiiziip gecipdir, 6ziinem kolde gecen yoluna deryada
gecen yoluna garanda 1 sag kop sarp edipdir. Deryanyn akys tizliginiii
2 km/sag dendigini bilip, gayygyn koldaki tizligini tapyi.

§10. Biri birinji, beylekisi ikinji derejeli bolan iki nébellili
iki denlemeler ulgamyny cé6zmek

Seyle ulgamlar umumy gorniisde asakdaky yaly yazylyar:

ax’> +bxy+cy’ +dx+Ily+k =0,
Ix+my+n=0.
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Bu gorniisli ulgamlary asakdaky usulda ¢6zmek bolar.
1-nji mysal. Deiillemeler ulgamyny ¢ézmeli:

x*=5xy+3y° +2x—y-2=0,
{ (1)

2x—-y=1.

Bu ulgamynyn ikinji denillemesinden y=2x—1 tapyp, 1-nji deiile-
mede ornuna goymaly

X2=5x(2x—1)+3(2x—1)*+2x—(2x—1)-2=0

Birndg¢e Ozgertmelerden son 3x>-7x+2=0 denleme alarys. Bu

1
denllemeden x = 3 we x,=2 bolar. x-ifi bahalaryny y=2x—1 denllemede

goyup, y,= —% ; ¥,=3 bahalary alarys.

1 1
Jogaby: (5;_5)’ (2;3).

(1) gorniisli ulgamlary kébir emeli usullary ulanmak arkaly ¢oziip
bolyan halatlary hem bardyr.
x> —y* =10,

2-nji mysal. Deillemeler ulgamyny ¢ézmeli:
x+y=-3

Ulgamyi birinji defilemesini (x+y)(x—y)=10 gorniisde yazyp bo-
lar. Ulgamyn ikinji defillemesini goz oniinde tutup, sonky denligi

10
=3(x—y)=10 ya-da x—=- EY yaly yazyp bileris. Diymek, berlen ulgam

2_ .2 _
{x Y 3 * ulgam bilen dengiiy¢liidir. Bu ulgamyn defilemelerini
x+y=-—

1 1
gosup, x = —36, ayryp, y = g alarys.
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11
Jogaby: (—38;8).

3-nji mysal. Denllemeler ulgamyny ¢ézmeli: {x - _54’
xy =-5.
Ulgamyn birinji defilemesini kwadrata goterip, ikinji defilemesini
bolsa 4-¢ kopeldip we olary gosup, (x+y)>=—4 alarys. Bu defileménin
¢Oziiwleri yokdur, sebébi islendik anlatmanyn kwadraty otrisatel bo-
lup bilmez. Diymek, berlen ulgamyn hem hakyky ¢éztiwleri yokdur.
Jogaby: ¢oziiwi yok.

. . jxty=a.
4-nj1 mysal. Denlemeler ulgamyny ¢ozmeli: b
xy=b.

Eger berlen denllemeler ulgamynyn ¢6ziiwi bar bolsa, onda Wi-
yetin teoremasyna gord bu ¢oziiw z>—az+b=0 kwadrat denleménin

koki  bolmalydyr.  a>-4b>0  bolanda, bu  denleménin

at~a®-4b v o el e o
Z,,= — formulalar arkaly kesgitlenilyén iki sany kokiinin
_a+~a’-4b
1 = - -~
2
bardygy bellidir. Bu halda berlen ulgamyn we
a—-a’—4b
h=—,5,7"—"
2
a—~a’—4b
BTy
iki sany ¢ozliwi bolar. Egerde a>4b=0 bolsa,
a+~a*—4b
e
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onda z>—az+b=0 defileméninl 7 = 2 Yeke-tik koki bardyr. Bu halda
2 a a
berlen ulgamyn hem yeke-tidk ¢coziiwi bolar: x; = 5 »= 5
a*-4b<0 bolanda z>—az+b=0 defileminin hem, berlen ulgamyn
hem hakyky ¢oziiwleri yokdur.
5-nji mysal. Denlemeler ulgamyny grafiki usulda ¢ézmeli:.

xt+ y=4,
x+y=2.
Ulgamyn denilemelerinin ikisinitt hem grafiklerini bir koordinata-
lar ulgamynda guralyn (44-nji surat). Cyzgydan gorniisi yaly, grafikler
A(-1; 3) we B(2; 0) nokatlarda kesisyérler. (—1; 3) we (2; 0) san
jiibiitlerinini berlen denlemeler ulgamynyn ¢oziiwleri bolyandygyna
g0z yetirmek kyn daldir:

44-nji surat

R 2°+0=4,
(-1) +3_4,We{ ]
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Goniikmeler

Denlemeler ulgamyny ¢ozmeli.

1. x'—y =14, 3. x*+y' = 40,
y—x=-2. y+x=
2.{x2+3y2—4x—5y—8:0, " %+%:1,

§11. Bikwadrat defilemeler

Dérdﬁnji derejeli deﬁlemelerde diﬁe jubiit derejeli nibelliler bar
gornusde yazylyar:
ax*+bx*+c=0, a#0.
Bu denilemini ¢6zmek iicin onun ¢ep boleginden doly kwadraty
boliip ¢ykaralyii:

2
ax*+bx*+e=a((x+2x* — b ( 2a>+£_ b ):

2a a 4a°
by b

((.X + 2a> H— 4(16‘).
Onda alarys:

o= by _ D" 4ac)=0 (at0 2
ax*+bx*+c a((x +2a) YV ac) (a#0). (2)

2

1. Eger b*—4ac<0 bolsa, <x2+%)2 polozitel, (—%)

2
b )2 _b 4ac hem polozitel

hem polozitel san bolar, onda (x +5, v

san bolar, seylelikde, ol nola den bolup bilmez. Diymek, (1) defilema-
nin b*—4ac <0 bolanda koki yokdur.
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2. Eger b>—4ac=0 bolsa, (2) denleme <x2 + %)2 = 0 (a#0) gor-

niise gelyar, bu bolsa x* + % = 0 (a#0) gorniisli kwadrat defilema
dengtiycliidir.

Eger % <0 bolsa bu defileménin iki koki bardyr: x =,/ —%

__/_b
WeX,= =/ =5

Eger % =0 bolsa, denlleménifi yeke-tak x =0 koki bardyr.

Eger %>O bolsa, denilleminin koki yokdur.
3. Eger b>~4ac>0 bolsa, onda (2) defileme we ona dengiiy¢li bo-
lan (1) denleme asakdaky denilemelerin jemi bilen dengiiycliidir.

b _ b —4ac _ 0 (a0); x* + 2 Vb~ dac _ 0; (a70)

2
Xtaa T 2a 2a 7 2a

2a
Deiilemeleri olara dengiiycli bolan deiilemeler bilen galsyryp
yazalyn:

b= B, () o bV dac

r = 2a 2a

Bu yerden asakdaky formulalary alarys:

x:i\/—bi«/2b2—4ac
a

ya-da has aydyn gorniisde yazalyn:

xl_\/—b+vb2—4ac xz__\/—b+«/b2—4ac
N 2a ’ N 2a ’

_/=b—Vb*—4ac . __ /=b—vb*—4dac
= 2a » X = 2a :
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Mysal. Bikwadrat denilemeleri ¢cozmeli:

1. x*x?-6=0. x’=t belgileme girizelin, onda —+6=0 kwadrat
denileme alarys, ony ¢oziip t=2; ¢,=3 taparys. Onda x*=-2, x*=3
deiilemeleri ¢6zmeli. Bu denlemelerin birinjisinin kdkleri yok, ikinji-
sinin kokleri x1=«/§ x,= V3.

2. x*~13x>+36=0. x>=t belgileme girizip alarys: —13¢+36=0. Al-
nan kwadrat defileméni ¢oziip 7, =9, ¢,=4 bahalary alarys. Soira x*=9,
x*=4 deflemeleri ¢oziip x, =3, x,=3, x,=2, x,=2 kokleri taparys.

Goniikmeler

Bikwadrat denilemeleri ¢ozmeli.
1. x*~13x*+36=0. 3. x*—6x*+8=0. 5. x*+5x>-36=0.
2. 36x*—13x?+1=0. 4. 4+7y>-2=0. 6. 81x*—45x*+4=0.

§12. Kwadrat defisizlikleri ¢ozmek

ax*+bx+c>0, ax*tbx+c>0, ax*+bx+c<0; we ax*+bx+c<0
deiisizlikler bir nédbellili ikinji derejeli densizliklerit umumy gorniisi-
kwadrat funksiyalaryn grafiklerini ulanmak arkaly ¢6ziilisiniii mysal-
laryna garalyn.

1-nji mysal.

2x*—x—1>0 densizligi ¢cozmeli.

y=2x*-x—1 kwadrat funksiyanyn nullaryny tapalyn:

—b+D 143 1
X,= 2, 4 ¢ x1:_§; x,=1.
Onda y=2x>-x—1 kwadrat funksiyanyn grafigi sahalary yokar-
lygyna ugrukdyrylan, Ox okuny x = 1 we x,=1 nokatlarda kesip
2

gec¢yén parabola bolyar (45-nji surat).
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y=2x"x-1

\ 4

-1

45-nji surat

1
Cyzgydan gorniisi yaly, x<—5 ya-da x>1 bolanda seredilyén

funksiya polozitel bahalary, _1 <x<1bolanda bolsa, otrisatel baha-
2

lary alyar. Sol sebépli 2x*—x—1>0 densizligin ¢oziiwlerinin toplumyny

(— o0; — %) we (1;+o0) aralyklaryn birikmesi gornilisinde yazmak bo-

lar: x € (— 00; — %) U(1;+0).

Eger 2x>—x—1<0 densizligi ¢dozmek gerek bolsa, onda onun
¢oziiwleriniii xe<—%;1> boljakdygy hem c¢yzgydan goriinyir.
y=ax*+bx+c kwadrat funksiyanyn x, we x, (x<x,) iki sany nuly
bar bolup, >0 bolanda (x,; x,) aralykda ax*+bx+c<0 densizligi,
(—o0; x,) we (x,; +oo) aralyklarda bolsa ax*+bx+c>0 deiisizligii yerine
yetjekdigi dsgérdir. Sol sebdpli bu halda ax?>+bx+c<0 densizligin
coziiwleri x&(x;x,), ax*+bx+c>0 densizligin ¢oziiwleri bolsa,

xE(-0; x,) U (x,;+00) bolar.
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2-nji mysal.

x*+4x+4 <0 densizligi ¢ozmeli.

y =x*+4x+4 kwadrat funksiya garalyn. Bu funksiyanyn yeke-
tik x =x,=-2 nuly bar bolup, a=1>0 bolandygy sebdpli onuil gra-
figi sahalary yokarlygyna ugrukdyrylan, Ox ok bilen difie bir umumy
nokady bolan paraboladyr (46-njy surat).

A
Y

y=x"—4x+4

\ 4

46-njy surat

Bu suratdan x’>+4x+4<0 densizligin ¢6ziiwlerinini yokdugy go-
riinydr. Seyle yagdayda xe@ gorniisli belgileme kabul edilendir.

Eger x*>+4x+4>0 densizligi ¢6zmeli bolan bolsa, onda ¢yzgydan
onun ¢oziiwlerinin

x&(—00;-2) U (-2;+0) bolyandygy goriinyar.

Eger y=ax?+bx+c kwadrat funksiyanyn yeke-tdk nuly bar bolup,
a>0 bolsa, onda ax*+bx+c<0 densizligin ¢6ziiwi yokdur ax*+bx+c<0
densizligin ¢oziiwleri bolsa x&(—o0; x,) U (x,; +0) bolar.

3-nji mysal.

3x?-2x+1>0 densizligi ¢ozmeli.

y=3x>-2x+1 kwadrat funksiya seredelii. Bu funksiyanyn nullary
yok bolany sebépli onuil grafigi Ox okuny kesmeyédn, sahalary yokar-
lygyna ugrukdyrylan paraboladyr (47-nji surat).
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y=3x"2x+1

1 1
01 x

\ 4

47-nji surat

Cyzgydan gorniisi yaly, 3x*-2x+1>0 densizligin ¢oziiwleri
xE(—o;+). Eger 3x>2x+1<0 densizligi ¢ozmeli bolan bolsa, onda
¢yzgydan gorniisi yaly onuil ¢oziiwleriniii yokdugyny gérmek bolar.

Eger y=ax*+bx+c kwadrat funksiyanyn nullary yok bolup, a>0
bolsa, onda ax’+bx+c<0 densizligin ¢oziwleri yokdur ax*+bx+c>0
densizligin ¢ézliwleri bolsa x&(—o0;+00) bolar.

Yokardaky mysallarda @>0 bolan hala seretdik. a<0 bolan halda
bolsa asakdaky tassyklamalaryn dogrudygyna goz yetirmek kyn déldir.

1) y=ax*+bx+c (a<0) kwadrat funksiyanyii x, we x, (x <x,) iki
sany noly bar bolsa ax*+bx+c>0 densizligin ¢oziiwleri x&[x; x,],
ax*+bx+c<0 defsizligin ¢oziiwleri bolsa x&(—0; x ] U [x,; +o0) bolar.

2) y=ax*+bx+c (a<0) kwadrat funksiyanyn yeke-tdk nuly bar
bolsa, onda ax*+bx+c>0 densizligin ¢oziiwleri yokdur, ax*+bx+c<0
defisizligini ¢dziiwleri bolsa x&(—0; x,) U (x,; +o0) bolar.

y=ax’+bx+c (a<0) kwadrat funksiyanyn nullary yok bolsa, onda
ax*+bx+c>0 densizligin ¢oziiwleri yokdur, ax*+bx+c<0 densizligin
¢cOziiwleri bolsa x&(—o0;+0) bolar.

Goniikmeler

Densizligi ¢ozmeli.
1. x*-5x+4>0. 3.2x>-7x-15>0. 5. 12x-17x-105<0.
2. x*+6x+9<0. 4. 12x*—4x+3 <0. 6. x*+13x+36<0.
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§13. Ikinji derejeli defilemeler ulgamy we olaryii ¢oziilisi

1-nji mysal. Denlemeler ulgamyny ¢6zmeli.

: ‘+15y—29 =
XSy 15y =29 = 0, i deflemini 5-e kopeldip we
¥+ 2x+3y—10 = 0.
basga-da 6zgertmeler gecirip alarys:

5y°+ 15y = 29 — x%,
5y + 15y = 5(10 — 2x). Birinji denilemeden ikinji denleméni

ayryp kwadrat defileme almak bolar.

29-x=50-10x, x*~10x+21=0, bu yerden x =3, x,=7.

x-il bahalaryny 1-nji defilemede ornuna goyalyi:

x=3 bolanda: 9+5y*+15y-29=0, y*+3y-4=0, y =—4, y =1. Iki ¢6-
zliwi tapyldy:

(3;4)we (3; 1).

x=7 bolanda: 49+5)”+15y-29= 0, y*+3y+4=0. Denlemanin koki yok.

Jogaby: {(3:=4),(3; 1)}.
2-nji mysal. Deillemeler ulgamyny ¢6zmeli.

2 2
o y12_ 23 Ikinji defileminif iki bolegini 2-4 kopeldip, bi-
xy = 12.

rinji bilen gosup, soiira ayryp asakdaky defilemeler ulgamyny alarys:
2
(x + y) =49,

-

Bu ulgam dort sany ¢yzykly ulgama dargayar:
x+y=T|x+y=17, |[x+y==T,|x+y=-7,
x—y=L|x—y=—1|x—-y=1 |[x—y=—-1

<

Berlen ulgamyn ¢oziiwler kopliigi: {(4; 3),(3; 4),(-3:-4),(-4; -3)}.
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3-nji mysal. Denllemeler ulgamyny ¢ézmeli.

x>+ 3xy = 18,

3y +xy = 6.

Deiileménin ¢ep bolegini kopeldijilere dagadyp alarys:
x(x + 3y) = 18,

y(3y +x) = 6.

Birinji defileméni ikinjé boliip alarys:

X 3, ya-dax =3y.
y
Ikinji defilemeden alarys:

3y* 3y =6;2=1;
y="Ly=lx=-3,x=3.
4-nji mysal. Denlemeler ulgamyny ¢dzmeli.
2x% + 5xy — 18y* = 0,
xy+y —12 =0.

Birinji defileme x we y iiytgeydnlere gord biratly denilemedir.

Seyle defilemeleriii mydama nula den ¢oziiwleri bardyr. Yone bizifi
mysalymyzyn x=0; y=0 ¢6zliwi yokdur, bulardan basga-da y#0, seba-
bi =0 bolanda ikinji defileme —12=0 gdrniisli nddogry denlige gelyar.
Seylelikde, birinji denleménin iki bolegini hem y?-a bélmek bolar:
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2- 455 _18-0.
¥y

Eger Loy , belgileméni girizsek, onda kwadrat defileméni alarys:
y

9
2+5t-18=0; ony ¢oziip alarys: t1=—5 , 1,72



Seylelikde, berlen ulgam asakdaky denlemeler ulgamyna den-
giiyclidir:

x_9 Z=2,
L1y 2’ 2.4y
xy+y —12=0; xy+y’ —12=0.

Birinji ulgamyn hakyky koki yok, ikinji ulgamyn iki ¢oziiwi bar:
x=4,y=2wex,=-4,y,=-2.
5-nji mysal. Denilemeler ulgamyny ¢6zmeli:
xX’—xy+y =3,
2% —xy —y = 5.

Deiilleméanin ¢ep bolegi x we y gord biratly denlemedir, sonun
icin y=tx belgileme girizelin, onda ulgamyn her bir defilemesi asak-
daky gorniisi alar:

x2 (1-t+) = 3; X*(2—t-1*) = 5.

x # 0, birinji defilemini ikinja boliip alarys:

1-1+¢£* 3
2—t—¢* 5’
5-5t+5=6-3t—-37,
, 1 1
ya-da 8#—2t—1=0; tIZ—Z , t2=5 .

Seylelikde, y = —ix ya-day = %x. Sofira ornuna goymak usu-

lynda yonekey iki ulgamy ¢ozelin.
Jemi dort ¢oziliwi taparys:
4 4

=—X, =——
NN

Xy =—2;x, =2.

1 1
n :_ﬁ;yz :ﬁ;% =-Ly, =1
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Goniikmeler

Denlemeler ulgamyny ¢6zmeli.

1. [x*-9=0,
2x+3xy—5y" +2x—4y—14=0.

) 2x* =3xy—19y° =25, (x=2)(y-1) =0,
x> =6y =250. T 2% =3xp+5y=5.
1 2 2
2_q, -1 3,3
x =3y > x +y =35, 1+y_=18’
4. ) 1 5 x2y+xy2 - 30 6. y X
xXy+y =E- x+y=12.

Arifmetik we geometrik progressiyalar

§1. San yzygiderlikleri

Polozitel jiibiit sanlary artyan tertipde yazalyn:

2:4:6:;8;...2n;...

Bu yerde gorniisi yaly, birinjisi 2-4, ikinjisi 4-e, liglinjisi 6-a,
dordiinjisi 8-e we s.m. n-jisi 2n-e deni bolan yzygiderligi alarys.

Yene-de bir mysala — 3-¢ kratny bolan san yzygiderligine sere-
delin:

3:6;9;12;...3nm;......

Bu mysalda z-in yerine islendik natural sanlary goyup yzygi-
derligin islendik agzasyny tapyp bileris. Mysal {i¢in, »=10 bolanda
3-10=30, n=105 bolanda 3-105=315; we s.m. Seyle usul bilen hizir
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tapyp gorkezisimiz yaly edip yzygiderligiil islendik agzasyny tapyp
bileris.

Yzygiderligi emele getiryin sanlara yzygiderligin agzalary diyil-
yar. Degislilikde birinji, ikinji, i¢iinji, ... n-inji agzalary diyip okalyar.

Yzygiderligin agzalary adatca agzanyi tertip belgisini gorkezyin
indeksli latyn setir harplary bilen belgilenilyar.

Meselem: a; a,; a,;....;a,

a e birinji, a,—¢ ikinji we $.m. agza diyilyér. Bu yzygiderlik (a )
bilen belgilenilyar.

San yzygiderligi agzalarynyn sanyna goré tiikenikli we tiiken-
iksiz bolup bilyar.

Eger yzygiderligii agzalarynyi sany tiikenikli bolsa, onda
olar yaly san yzygiderligine tiikenikli san yzygiderligi diyilyar.

Meselem: 1) 5-e kratny bolan ikibelgili sanlaryn yzygiderligi:
10; 15; 20;...90; 95.

2) birbelgili natural sanlaryn yzygiderligi: 1; 2; 3; 4; 5;
6;7;8;09.

Eger yzygiderliginl agzalarynyn sany tiikeniksiz bolsa, onda olar
yaly san yzygiderligine tiikeniksiz san yzygiderligi diyily:r.

Meselem: 1) dhli natural sanlaryn yzygiderligi: 1;2;3:4;...n;....

2) 3-e kratny sanlaryn yzygiderligi: 3;6;9;12;...3n;..

Bu mysallardaky » we 3n berlen yzygiderliklerin n-nji agzasyny
anladyan formuladyr.

Yzygiderligiii berlis usullaryna seredelin.

1-nji usul. Yzygiderligiii birnéi¢e agzalaryny gorkezmek bilen
berlisi.

Meselem: 1; 3;5;7;........ — tdk sanlaryn yzygiderligi;

4;8;12; 16;....... — 4-¢ kratny sanlaryn yzygiderligi.

2-nji usul. Yzygiderligiin formulanyi kémegi bilen berlisi.

Meselem: 1) a =2n-1, bu yerde n-ifi yerine natural sanlary
goyup, islendik agzasyny tapyp bileris: n=1 bolanda a,=2-1-1=1; n=2
bolanda a,=2-2—-1=4-1=3; n=3 bolanda a,=2-3—-1=6-1=5 we s.m.

2) yzygiderlik b =2"-3n formula bilen berlen. Onuf ilkinji bis
agzasyny hasaplalyn:

n=1 bolanda b =2'-3-1=2-3=—1;
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n=2 bolanda b,=2>-3-2=4-6=-2;
n=3 bolanda b3=23—3-3=8—9=_1;
n=4 bolanda b,=2-3-4=16-12= 4;
n=5 bolanda b .=2°-3-5=32-15=17.

Goniikmeler

n-nji agzanyn formulasy bilen berlen yzygiderligin ilkinji bas ag-
zasyny tapyn.
n

1. d =n*+5n—4. 2. b, = . 3.y =(-1)+3n-5.
! 2n+1 "

§2. Arifmetik progressiyanyii kesgitlenisi

Arifmetik progressiyanyn n-nji agzasynyn formulasy

3-e boliinende galyndyda 2 galyan natural sanlaryn 2; 5; 8; 11;
14; 17;... yzygiderligine garap gecelin. Onun her bir agzasy ilkinjiden
baslap, onki agzasyna 3 sany gosmak bilen alynyar. Bu yzygiderlik
arifmetik progressiyanyn mysalydyr.

Kesgitleme. Ikinji agzadan baslap her bir agzasy 6n yanyn-
daky agza sol bir sanyin gosulmagyna den bolan san yzygiderligi-
ne arifmetik progressiya diyily:r.

Basgaca aydylanda, eger islendik natural n san t¢in a , =a +d
sert yerine yetydn bolsa (bu yerde d — kibir san), (a,) — yzygiderlik
arifmetik progressiyadyr.

Ikinji agzadan baglap, onun islendik agzasynyn we 611 yanyndaky
agzasynyn arasyndaky tapawudynyil d sana den bolyandygy, yagny
islendik natural n bolanda a , —a =d bolyandygy arifimetik prog-
ressiyanyn kesgitlemesinden gelip ¢ykyar.
progressiyany bermek ii¢in onuil birinji agzasyny we tapawudyny
gorkezmek yeterlikdir.

Eger a =1 we d=1 bolsa, onda agzalary yzygider natural san bo-
lan 1; 2; 3; 4; 5;... arifmetik progressiyany alarys.
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Eger a =1 we d=2 bolsa, polozitel ték sanlaryn yzygiderligi bo-
lan 1; 3; 5; 7; 9;... arifmetik progressiyany alarys.

Eger a =~ 2 we d= -2 bolsa, onda - 2; — 4; — 6; — 8; — 10;... arif-
metik progressiya otrisatel jiibiit sanlaryn yzygiderligidir.

Eger a =7 we d=0 bolsa, onda &hli agzalary 6zara defi bolan 7; 7,
7;7; 7, ... arifmetik progressiyany alarys.

Arifmetik progressiyanyn birinji agzasyny we tapawudyny bilip,
ikinji, ligiinji, dordiinji we s.m. agzalaryny yzygider hasaplap, onuil
islendik agzasyny tapyp bolar. Yone progressiyanyii uly belgili ag-
zasyny tapmak {i¢in bu usul amatly déldir. Az hasaplamany talap
edyén usuly tapmaga c¢alsalyn.

Arifmetik progressiyanyn kesgitlemesine goré:

a,=a +d,

a,=a,*d=(a,+d)+d=a +2d,

a,=a,+d=(a +2d)+d=a, +3d,

a,= a,td=(a,+3d)+d=a +4d.

Edil sonun yaly edip, a,=a +5d, a,=a +6d bolyandygyny tapya-
rys, umuman, a, tapar yaly a -e (n—1)d gosmaly, yagny:

a =a +d(n-1).

Biz arifmetik progressiyanyn n-nji agzasynyi formulasyny aldyk.

Su formulany ulanyp, meselelerin ¢oziilisine mysallar getirelin.

1-nji mysal. (c) yzygiderlik — arifmetik progressiya, onda
c,=2,3 we d=0,45. Su progressiyanyf 10-njy we 100-nji agzalaryny
tapalyn.

Alarys:

¢,~ 2,310,45-9=2,3+4,05=6,35;

C100=2,310,45:99=2,3+44,55=46,85.

2-nji mysal. 71 sanyn —10; -5,5; —1; 3,5;... arifmetik progres-
siyanyn agzasydygyny ya-da dildigini diisiindirelin. Su arifmetik
progressiyada x, =10 we d=x,—x,=5,5-(-10)=4,5. Progressiyanyn
n-nji agzasynyn formulasyny yazalyn:

x =-10+4,5(n — 1), yagny

x =4,5n—14,5.
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x =71 bahany goyup, 71 =4,5n-14,5 defileméni ¢ozelifi:

4,5n="71+145,

4,5n= 85,5,

n=_85,5:4,5=19, gorniisi yaly 71 berlen arifmetik progressiya-
nynl 19-njy agzasydyr.

a, =a, +d(n-1) arifmetik progressiyanyfi n-nji agzasynyn formu-
lasyny basgaca-da yazyp bolyar: a = dn+(a—d). Bu yerden islendik
arifmetik progressiyanyi a = kn+b gorniisindéki formula bilen hem
berilyiandigi diigniiklidir, bu yerde & we b — kébir sanlar.

Tersine hem dogrudyr: a = kn+b gorniisinddki formula bilen ber-
len (a,) yzygiderlik (bu yerde k we b — kébir sanlar) — arifmetik prog-
ressiyadyr.

Hakykatdan-da (a ) yzygiderligii (n+1) we n-nji agzalarynyi
tapawudyny tapalyn:

a . —a =k(ntl)+b—(kntb)=kn+k+b—kn—b=k.

Diymek, islendik n bolanda a , =a +k deilik dogrudyr we
(a,) yzygiderligin kesgitlemesine gora arifmetik progressiyadyr. Su
progressiyanyn tapawudynyn k dendigini bellalin.

Mysal: 1) a=3; d=4; 2) a=2; d=1,3; 3) a,=23; a=26,5;
4) a,=-3,5; d=0,6 bolanda arifmetik progressiyanyi ilkinji bas ag-
zasyny yazyn.

Mesele: Otly ugranyndan tizligini minutda 50 m artdyrdy, otly-
nynl 10-njy, 15-nji, 20-nji minutdaky tizligini tapyn.

Arifmetik progressiyanyi ilkinji » agzasynyn
jeminin formulasy

Goy, birbelgili natural sanlaryil jemini tapmak talap edilsin. San-
lary yzygider gosmak bu meselédni ¢oziip bolyandygyny gorkezelin.
Gozlenydn jemi S harpy bilen belgildlin we ony iki gezek, yagny
birinji halda gosulyjylary artyan tertipde, sofira kemelyén tertipde
yazalyn:

S=1+2+3+4+5+6+7+8+9,

S=9+8+7+6+5+4+3+2+1.

Biri-biriniii agagynda yerlesen sanlar jiibiitinit jemi 10-a den.
Seyle jiibiitlerin sany 9-a defl. Sona gord-de denligi agzama-agza
gosup alarys:
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Diymek, 1+2+3+4+5+6+7+8+9=45.

Suna menzeslikde ilkinji yiiz natural sanlaryil jemini tapalyn:

S= 1+ 2+.... +99+100,

S=100+99+... +2 + 1.

Sanlary gosup alarys:

25=101+101+101+...+101+101.

Gosulyjylaryn sany 100-e den bolany li¢in jemi kdpeltmek ha-
syly bilen ¢alsyryp alarys:

25=101-100,

s = 101100 _ 6150 = 5050.

Seylelikde, 1+2+3+...4+98+99+100=5050

Suna menzeslikde islendik arifmetik progressiyanyi ilkinji agza-
larynyni jemini tapyp bolar.

(@) arifmetik progressiyanyn ilkinji n agzalarynyi jemini S
bilen belgildlin we birinji halda gosulyjylaryn belgilerini artyan ter-
tipde, sofira kemelyén tertipde yerlesdirip, bu jemi iki gezek yazalyn:

S =a +a,ta,*a,+.... ta  +a, (1)

S =a +a +a ,ta ,*....Fa,ta,. (2)

Progressiyanyn biri-biriniii asagynda yerlesen agzalarynyi her
bir jlibltiniil jemi a +a dendir.

Hakykatdan-da, @, =a —d formulany peydalanyp, asakdakylary
yazyp bileris:

a,ta_=(a+d) +(a-d)=a +a

a3+an_2=(a2+d) +(an-l_d):a2+an—1:al+an

Sunun yaly jiibiitlerin sany n-e dei. (1) we (2) denlikleri agzama-
agza gosup, 28 =(a,ta )n alarys. Bu defligini iki bolegini-de 2-& bo-
liip, arifmetik progressiyanin n agzalarynyn jeminin formulasyny ala-

rys: § = a +a,

1

-n. Bu formula birinji we il soiiky n-nji agzasy belli

bolanda jemi tapmak iicin peydalanylyar.
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Mysal. 2;5;8;11;.... arifmetik progressiyanyi ilkinji 30 agzasy-
nyn jemini tapalyn.

d=5-2=3, a,;=a +29d=2+29-3=2+87=91; S, -y hasaplalyn:

(2+91):30

S30 - 2

Eger arifmetik progressiyanyn birinji agzasy we tapawudy d ber-
len bolsa, @, =a +(n—1)d formulany peydalanyp, S -i hasaplamak tigin
2a,+(n-1)d -

2

Mysal. a,=5, d=3 bolsa S, -1 tapmaly.

=93-15=1395.

tdze formula alarys: S, =

_25+(25-1)3 10+72

S,, 25=———=25=4125=1025.

Goniikmeler

1. Arifmetik progressiyanyn ilkinji 12 agzalarynyn jemini tapyii:

a)—12;-15;...; b) 9;5;1;...; ¢) 3;7;11;...; d) 1;3;5;....

2. Eger: a) a =3n+2; b) y =(-1)" + 4n-2 bolsa, yzygiderligii
ilkinji bds agzasyny tapyi.

Tablisany dolduryn.
a, a, d a, S
3 5
7 4
-9 1,5
1
3 -1

§3. Orta arifmetik baha

Seyle meseld garap gecelin. Aman, Myrat we Durdy U¢iisi ge-
zelenje gitdiler.Yanlary bilen degislilikde 3, 5 we 4 gutap aldylar.
Olar dyng alanlarynda gutaplary den paylasyp iydiler. Her bir oglan
nég¢e gutap iyipdir?
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Cozilisi.

Oglanlarda jemi 3+5+4=12 gutap bar eken. Her kime 12:3=4
gutap yetipdir.

Birnéce sanyi orta arifmetik bahasy diyip, sol sanlaryi jemi-
ni gosulyjylaryi sanyna bolmekden yetyin paya aydylyar.

a+a,+a,+..+a,
a =

or.

n

formula bilen hasaplanyar.

Mesele. Bir adam 4,6 km/sag tizlik bilen 2 sagat we 5,1 km/sag
tizlik bilen 3 sagat yoredi. Ol haysy hemiselik tizlik bilen yorese sol
uzaklygy sol bir wagtda gecerdi?

Coziilisi.

Pyyadanyn &dhli gegen yoluny tapalyn:

4,6-2+5,1-3=9,2+15,3=24,5 (km), alnan netijéni sarp edilen wag-
ta bolelin; 24,5:5=4.,9 (km/sag). Jogap: Pyyada adam 4,9 km/sag he-
miselik tizlik bilen yoremeli. Seyle tizlige hereketin ortaga tizligi
diyilyér.

Mysal.

Orta arifmetik bahasyny tapyi:

a) 4; 5; 7 we 8 sanlaryn;

b) 2,23; 4,56; 3,02; 7,45 we 6,54 sanlaryn.

Mesele. 80° gyzgyn 5 litr we 22° mylayym 10 litr suw garylanda
ni¢e gradusly suw alnar (suw guyuljak gaby gyzdyrmaga we suw
guyulanda yitydn yylylygy hasaba almaly dil)?

Coziilisi.

(80°-5+22°-10):(5+10)=(400°+220°):15=620°:15=41,3°.

Jogap: 41,3° suw alnar.

Mysal.

a,=3; a,=4 we a, =4,5 bolsa a,-i tapmaly.

Cozilisi.

a, =(ata,ta,).3 formuladan peydalanyp a.-i tapalyi.

a,=3-a —(a +a,) berlenleri yerine goyup alarys.

a,=3-4,5-(3+4)=13,5-7=6,5.

Jogaby: a,=6,5.
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Goniikme

Tablisany dolduryii:
al a2 a3 a4 aor
7 5 6 10 ?
6,5 ? 8 4 6
12 4,6 3.4 ? 7

§4. Geometrik progressiya

Geometrik progressiyanyn Kkesgitlenisi we n-nji agzasynyn
formulasy

Seyle san yzygiderliklere garap gecelin:

1.3;6;12;24;...yzygiderlikden gorniisi yaly ikinji agzadan baslap,
her bir agza 611 yanyndaky agzany 2-4 kopeltmek arkaly alynyar.

2.1;3;9; 27;... Bumysalda her bir agza 61 yanyndaky agzany
3-e kopeltmek arkaly alynyar.

Bu yzygiderlikler geometrik progressiyanyn mysalydyr.

Kesgitleme. Birinji agzasy noldan tapawutly, ikinji agza-
syndan baslap, her bir agzasy bolsa nola deni bolmadyk sol bir
sana kopeldilmegi netijesinde alnan san yzygiderligine geometrik
progressiya dirilyar.

Basgaca aydylanda, b,=b -q; b,=b,-q=b -q* b=b-q=(b,q*)-q=b ¢’
we s.m. islendik n-natural san li¢in b  =b -q" sert yerine yetyan bol-
sa, (bn) yzygiderlik — geometrik progressiyadyr. Bu yerde ¢ sana

Geometrik progressiyany bermek ii¢in birinji agzasyny we may-
dalawjyny gorkezmek yeterlikdir.

Mysal iicin: eger

b =4 we q=3 bolsa, onda 4; 12; 36; 108;...... ;

b =16 we ¢=0,5 bolsa, onda 16, 8; 4; 2; 1, 0,5; 0,25;.....;

b =2 we g=—4 bolsa, onda 2; —8; 32; —128; 256;....
geometrik progressiyalary alarys. Jemldp aydylanda, b, we g belli
bolanda geometrik progressiyanyn islendik agzasyny tapmak {i¢in
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b =bq""' formulany ulanarys. Bu formula geometrik progressi-
vanyi n-nji agzasynyn formulasy diyily:r.

Goniikme
Tablisany dolduryn:
bl q b4 b6 bl(l
2 -3
2 32
16 | 64
3 2
—24 -96
3 54
16 256
5 156

Geometrik progressiyanyi ilkinji » agzalarynyn
jeminin formulasy

Birinji agzasy 1-e, maydalawjysy 2-4 deni bolan geometrik prog-
ressiyanyn ilkinji 10 agzasynyn jemini tapalyn: S=1+2+22+23+., . +25+2°,

Bu denligin iki bolegini-de progressiyanyn maydalawjysyna,
yagny 2-a kopeldip alarys: 28=2+22+23+24+,, . +2%+210,

Ikinji denlikden birinji denligi ayralyn we sadalagdyralyn: 25-S=
=21—1,onda basgaga S(2—1)=2°2-1. Bu yerden S-i tapyp, alnan dei-
ligi derndlin. 2° sonky agza, yagny bn, 2-i geometrik progressiyanyn
maydalawjysy ¢, 1 — geometrik progressiyanyn birinji agzasy b, de-
gislilikde yerine goyup alarys:
s =590 By deiligi subut edeli.

q-b

Goy, (b,) geometrik progressiya bolsun, onufi ilkinji # agzasynyn

jemini S bilen belgilélin:
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S =b,+b, +b,+...... +b , +b, (1). Bu denligif iki bolegini hem
g-a kopeldelin:

Sq=bqg+bg+bg+..... +b q+bg,

bg=b,, b,q=b,, b.q=b,,...., b _q=b bolyandygyny goz ofiinde
tutup, seyle yazyp bileris:

S q=b,tb, +b, +....+b +b g (2)denlikden (1) denligi agzama-
agza ayryp alarys:

S ¢S = b g-b, ya-da § (q—1)= b g—b , bu deflikden (¢#1 bolan-
da) S -i tapalyfi:

= 3)
Bu formula geometrik progressiyanyi ilkinji n agzalarynyn jemi-
nift formulasydyr. Formula b , b we ¢ belli bolanda peydalanylyar.
Eger g=1 bolsa, geometrik progressiyanyn @hli agzalary birinji
agza, yagny b -e defidir.
Onda jem
S =nb, formula bilen hasaplanar. b -i b = b ¢"'bilen ¢alsyp (3)
formulany seyle yazyp bileris:

oo

Sh = =1 (g#1bolanda). Bu formulany b, we g belli bolan-
da ulanmak bolar.

Mysal. 2; 3;4,5; 6,75;..... geometrik progressiyanyn maydalaw-
Jysyny tapalyn:

q=b,:b =3:2=1,5.

Mysal. b,=12 we b=48 bolsa, S -ny tapalyri:

b= b,q = (b,q)q = b,g* bolyanlygy sebipli,

»_ b _ 48

q = 12" 4, diymek, g=-2 ya-da ¢g=2.

Eger g=—2 bolsa, onda b =b,:q°=12:4=3,
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da

S

n

5, 2h@’ =D _3(ED°-D _364-D _
g-1 -2-1 =3

Eger g=2 bolsa, onda §,=189 bolar (6zbasdak hasaplamaly).

Goniikmeler

1. b=1,5 we ¢=0,5 bolsa, S.-i tapmaly.
2.b,=72,9 we g=1,5 bolsa, S -nitapmaly.
3. b =8 we ¢=0,5 bolsa, S,-i tapmaly.

4. b, =500 we ¢g=0,2 bolsa, S -ny tapmaly.

Tiikeniksiz kemelyin geometrik progressiya we onui jemi.

|g|<1 bolan geometrik progressiya garap gecelin, n ¢iksiz artan-

q" maydalawjy nula ymtylyar, sona gord-de, ¢"=0 diyip hasaplap
_ b(q" -1) _ b -bgq" _ b _ bq" _ b _bl -0 _ b
q-1 l-qg  1-q 1-q 1-q 1-q 1-q’
S = b formulany alarys.
n 1_ q
Mysal. b =3 we g=0.5 bolanda S, = ——=—-=6
ysal. b,=3 we ¢=0,5 bolanda 5, == = =1~

Mysal. Berlen geometrik progressiyanyn jemini tapyi:
1)9;3;1; ...

2)2;-0,5;0,125; ...

3)1;0,1;0,01;...

Tiikeniksiz kemelyin geometrik progressiyanyn jemini tapmagyn

formulasyndan peydalanyp, periodik droby ady droba dwrlip bolyar.

Mysallarda gorkezelin.
1-nji mysal. 0,(3) periodik droby ady droba dwiirmeli.
Cozilisi. 0,(3)=0,3 + 0,03+0,003 +...gornlisde yazyp bolyar.

Bu deiligin sag bolegindéki jeme, birinji agzasy 0,3-e, maydalawjysy
bolsa 0,1-e det bolan geometrik progressiyanyn jemi hokmiinde
seretmek bolar. Onda
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0.(3) = 0,3 :0,3:
1-0,1 0,9

O | W
W | =

2-nji mysal. 0,(24) droby ady droba owreliii.
0,(24)=0,24+0,0024+0,000024+..., bu yerdan b =0,24; ¢=0,01.
Alarys:
0,24 0,24 24 8
1-0,01 0,99 99 33
Ozbasdak is: 0,(19); 0,(21); 0,(7); 0,(123) periodik droblary ady
droba owriin.

0,(24)=

Trigonometrik funksiyalar

§1. Burclaryii radian élgegi

Burclaryn graduslarda (minutlarda, sekuntlarda) dl¢enilyandigi
milimdir. Matematikada burglary we dugalary graduslardan basga
radian diyip atlandyrylyan dl¢eg birliginde 6l¢emek amatlydyr.

Radiuslary R, we R, bolan iki sany konsentrik (umumy merkezli
diirli radiusly towerek) towerege garalyn (48-nji surat). Towereklerii
a° bolan merkezi burgy L, uzynlykly w4 B, we L, uzynlykly vA B,
dugalara dayanyar. 4 OB, we A,0B, li¢bur¢luklaryfn menzesliginden
% = % denligi alarys. Bu denlikden merkezi burcun dayanyan du-

1 2
gasynyn uzynlygynyn radiusa bolan gatnasygynyn toweregin radiu-
syna bagly déldigi goriinyar. Basgaca aydylanda bu gatnasyk dine
merkezi bur¢unl ululygyna baglydyr. Sol sebépli ony sol burgun dlgeg
birligi hokmiinde ulanmak bolar.
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Kesgitleme. Merkezi bur- v A
cuii dayanyan dugasynyn ululy-

gynyh radiusyn ululygyna bo- 2
o R,
lan gatnasygyna (L:R) burcun T~ L
radian olgegi diyilyir. / o/ \L,
Merkezi burgun radian 0Ol- R, 4, 4,
cegini ¢ harpy bilen belgilip, kes- 0) X
gitlema layyklykda,

Q= % formulany alarys.

L = R bolan halda ¢=1 bol-
yandygy sebdpli, dayanyan du-
gasynyn uzynlygy toweregii ra-
diusyna den bolan merkezi burga | radianlyk bur¢ diyilyar.

48-nji surat

0
a° merkezi burcunl dayanyan dugasynyn uzynlygynyn 7 = nRaO
180
bolyandygy mélimdir. Onda sol burcun radian 6l¢cegi
_L_nza bolar.
R 180°

Seylelik bilen, sol bir bur¢un gradus we radian Slgeglerinin ara-
syndaky baglanysygy
wa° o 180°%
180°

Q= ya-da @ =
formulalar arkaly anladyp bolar. Bu formulalaryn komegi bilen gra-
duslarda berlen burgy radian dlgeginde, radianlarda berlen burgy bol-
sa gradus Olceginde anladyp bolar.

Mysallara garalyn.
1. a®*=90° bolsa, bu burcunl radian dlcegi ¢ = T 900 =7 yad.
180 2
bolar.
2. a°=120 bolsa, onda ¢ = % = 277[ rad bolar.
3. p=2rm bolsa, onda a° = % = 360° bolar.
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_ ._ 180°-1 _ 180°
4. 9= 1 bolsa, onda a° = T 3,14

Basgaca aydylanda 1 radianlyk burg, takmynan, 57°18’ (has taky-

= 57,3° bolar.

gy, 0l 57°17'45") deni bolyar.
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Goniikmeler

1. Graduslarda berlen burcgun radian dlgegini tapyn:

a) 0% d) 60° f) 135%
b) 30°% e) 90°% g) 150%
c) 45°; a) 120° h) 180°.
2. Graduslarda berlen burcui radian 6l¢egini tapyi:
a) 210 ¢) 240°% e) 300% ) 300°;
b) 225°% d) 270° a) 315°% g) 360°.
3. Radianlarda berlen burcun gradus dlgegini tapyn:
: S 5 .
a) 271', d) 372-3 f)zﬂa
11 _ 3 . 7.
b) Kﬂ-’ e) 272-7 g) 672',
7. 5 4.
07ln  D3m b

4. Radianlarda berlen burgun gradus dlgegini tapyn:
5 3 2 ;
a) cmb) 77¢) 37 d) %; e) %; i) 75 ) %; g 0.
5. Gradus 6lgeginde berlen burgy radianda anlatmaly:
a) 1% b) 15% ¢) 22°30".
6. Gradus 6lceginde berlen burgy radianda anlatmaly.
a) 3% b) 7°30"; ¢) 11°15% d) 67°30'".
7. Radian dlgeginde berlen burgy graduslarda afnlatmaly.
)¢ DL $) 6.

8. Radian Olgeginde berlen burgy graduslarda anlatmaly.
a) 3c; )30 ¢)4.5.



9. Birlik toweregin 60° bolan merkezi burgunyn radian 6lgegini
hem-de onun dayanyan dugasynyn uzynlygyny hasaplan.

10. Birlik toweregin 45° bolan merkezi bur¢cunyn radian 6lgegini
hem-de onun dayanyan dugasynyn uzynlygyny hasaplan.

§2. Trigonometrik funksiyalaryi kesgitlenisi.
Erkin burcun trigonometrik funksiyalary

Gontiburgly 4AOB ticburglukda a yiti burgun sinusynyin, kosinu-
synyn we tangensinin

ing = AB _0A _ AB
sina = OB cosa = OB tea = OA
formulalar arkaly kesgitlenilyéndigi bellidir (49-njy surat).
B
(44
0 A

49-njy surat

Seyle hem olar dinie sol burcuil ululygyna bagly bolup, ticburg-
lugyn taraplarynyn ululygyna bagly déldir. Basgaca aydylanda bolsa,
burcun sinusy, kosinusy we tangensi burgun funksiyalarydyr. Olara
da trigonometrik funksiyalar bolup, olaryn ydrite atlary bar.

sin a-nyn ters ululygy cosec a yaly belgilenip, kosekans diylip
okalyar:

coseca =

sina’
cos a-nyn ters ululygy sec a yaly belgilenip, sekans diylip okalyar:

seca =

cosa’
tg o-nyi ters ululygy ctg a yaly belgilenip, kotangens diylip okalyar.
157



1
Ctga = tg—a/
Gontiburgly tigburglugyn yiti burcunyi 90°-dan ki¢i bolyandygy
sebipli, yokardaky kesgitlemeleri difie 0° < a <90° deiisizlikleri kana-
gatlandyryan burglar ticin ulanyp bolar.

Indi trigonometrik funksiyalary erkin a burg ti¢in kesgitlalin.

VA
N
B
r
a A -
w 1) A |E Xx
S

50-nji surat

Baslangyjy AOB ticbur¢lugyn O depesi bilen, absissalar oky bol-
sa OA katet bilen gabat geler yaly edip, tekizlikde dekart koordinata-
lar ulgamyny girizelinl (50-nji surat).

Merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan OB radiusly towerek
¢yzalyn we OB=R bilen belgilalin.

Bu toweregin koordinata oklary bilen kesigsme nokatlaryny E, N,
W, S harplar bilen belgilélini. Olaryn koordinatalary £ (R;O), N (O:R),
W (—R:0) we S (O:—R) bolyar.

AOB ficburclugyin AOB burguny OE radiusynyn (sohlidniil) O
nokadyn dagynda sagat dilinin tersine o bur¢a owriilmesi netijesin-
de alnan figura hokmiinde goz oiiline getirmek bolar. Bu 6wriilme
netijesinde £ nokadyn towerek boyunca hereket edip, B nokat bilen
gabat geljekdigi dsgirdir.

OE baslangy¢ radiusynyn sagat diliniii ugruna éwriilmesi neti-
jesinde alnan burclara otrisatel alamatly burclar hokmiinde garamak-
lyk kabul edilendir. Mysal ii¢in, suratdaky £OS = —90° bolar.

Seylelikde, a 6wrliim burgy licin —360°< a < 360° densizlikler
yerliklidir.
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Goy, B nokadyn absissasy x, ordinatasy y bolsun. Onda trigono-
metrik funksiyalaryn kesgitlemelerini

sinaZ%, (1)
cos a = %, (2)
tga="2, (3)
ctga=> 4

ga=7 4)

valy yazyp bolyar. Sunlukda, yokarda bellenilip gegilisi yaly, bu
denliklerin sag boleginddki anlatmalar difie a burga bagly bolup, R
radiusa bagly déldir. Sol sebépli, yonekeylik ticin R=1 diyip, birlik
towerege, yagny radiusy 1-e deii bolan tdwerege hem garamak bolar
(51-nji surat).

(1) we (2) formulalar arkaly kesgitlenilen sinus we kosinus funk-
siyalary a burgui —360°<a <360° densizlikler kanagatlandyryan islen-
dik bahalary ti¢in ulanyp bolar.

»
>

S
-
\\y

S

51-nji surat
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x=0 bolanda (3) formulanyn, y=0 bolanda bolsa (4) formulanyn sag
bolegindéki anlatma manysyny yitirydndigi sebépli, tga funksiya-
ny a burcuil —360° < a <360°, o # £90° we a # £270° densizlikleri
kanagatlandyryan bahalary {i¢in ctg o funksiyany bolsa, a burcun
-360°< a <360°, a # 0° we a # £ 180° denisizlikleri kanagatlandyryan
bahalary ii¢in ulanyp bolar.

Eger OF radius O nokadyn dasynda bir ya-da birndge gezek 360°
bolan doly dwriim gecenden soiira, siginmin yene-de £ burca owrii-
len halynda n-:360°+ f burg¢ (yagny 360°-dan hem uly bolan burg) al-
ynyar diyip hasap etsek, onda trigonometrik funksiyalaryi kesgitlenis
yaylasynda 360° < a < 360° ¢dklendirmeleri ayyrmak hem bolar.

Meselem, seyle yagdayda sina we cosa funksiyalary islendik o
burg ticin hem ulanyp bolar.

Mysallara garalyn.

>
>

= <

/300 390°
NN

=V

S

52-nji surat

I-nji mysal. 390° bolan burgun sinusyny tapmaly. OF radius
O nokadyn dasynda 360° bolan doly éwriim gegenden son yene-de
30° burga owriilen halatynda 390°-lyk 6wriim burg alnar (52-nji surat).
Sunlukda, OF radius OB yagdaya eye bolupdyr diyelini, eger baslan-
gye¢ radius O nokadyn dagynda 390°-a dil-de, diiie 30°-a dwriilen bol-
sa hem onuil sol bir OB yagdaya eye boljakdygy dsgérdir.
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Diymek, 390° bolsa burgui sinusy 30°-lyk burguil sinusyna dendir:
1
sin 390°= sin 30025 .

2-nji mysal. 810°bolan burcun kosinusyny tapmaly. 810° bo-
lan burgun alynmagy ti¢in radiusyn O nokadyn dasyndan iki gezek
doly 6wriim amala agyrylandan sofi, yene-de 90° bur¢a dwriilmegi
zerurdyr (53-nji surat). Sunlukda, OF radiusyn ahyrky yagdayy ON
radius bilen gabat geler. Eger OF radius koordinatalar baslangyjynyn
dasynda dinie 90° 6wriilen bolsa hem onun sol bir ON yagadaya eye
boljakdygy suratdan dsgérdir.

Diymek, 810° bolan burgun kosinusy 90° burcuii kosinusyna
denidir (90° burguni kosinusynyn bolsa nola dendigi milimdir). Onda
cos 810°= cos 90°=0.

A

y
N

- ,
Wg// E x

53-nji surat

3-nji mysal. 630° bolan burgun tangensini tapmaly. 630° Swriim
burgy almak {ii¢in radiusa 360° bolan doly dwriimden son, yene-de
270° dwriim bermek zerurdyr (54-nji surat).

Sunlukda, OF radius OS yagdaya eye bolar.

Eger OF radius O nokadyn dasynda diiie 270° burca dwriilen bol-
sa hem sol bir OS yagdaya eye bolardy, diymek, 630° bolan burgun
tangensine defl bolmalydyr. Emma 270° bolan burguil tangensinin
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S

54-nji surat

kesgitli bahasynyn yokdugy bize milimdir (S nokadyn abssissasynyn
nola deni bolany sebépli, (3) formulanyn sag bolegindéiki anlatma ma-
nysyny yitiryar).

Seylelikde, a = 630° = 270° + 360° (seyle hem o = 270° + n-360°,
n=1, 2,...) burg ligin tga funksiyanyn kesgitli bahasy yokdur.

4-nji mysal. 540°bolan burgunn kotangensini tapmaly. 540° ow-
rim burgy almak iicin OF radiusa 360° bolan doly dwriimden son,
yene-de 180° dwriim bermek zerurdyr. Sunlukda, OF radiusyn OW
vagdaya eye boljakdygy dsgérdir. ' nokadyn ordinatasynyn 0-a den
bolany sebdpli, a=540° bolanda ctga funksiyasynyn kesgitlemesi
bolan (4) formulanyn sag boleginddki aflatma manysyny yitiryér.
Diymek, a=540° burg {i¢in ctg o funksiyanyn kesgitli bahasy yokdur.

5-nji mysal. 405°bolan burguii kotangensini tapmaly (55-#ji surat).
OE baslangy¢ radius sagat dilinin hereketiniii ugruna 360° bo-
lan doly owrlim amala agyrylan soii yene-de 45° burga Owriilse,
netijede, 405 gradus bolan Owriim bur¢ alnar. Sunlukda, OF radi-
us OB yagdaya eye bolupdyr diyeliil. Eger OF radius sagat diliniii
hereketinii ugruna dinie 45° burga 6wriilen bolsa hem, onuii sol bir OB
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%‘

N
C(x,5y)
/ 45°
W oNY T x
\9 405°
B
S

55-nji surat

yagdaya eye boljakdygy suratdan dsgardir. Aydylanlardan ctg (—405°) =
= ctg (—45°) denligin dogrulygy gelip ¢ykyar. Eger-de OF radiusa sa-
gat dilinifl hereketiniil tersine tarap 45° bolan éwriim berilse, onda ol
OC yagdaya eye bolar. Oziinem C nokat Ox oka gérd B nokada sim-
metrik bolar, yagny C nokadyfi koordinatalary ( x,, y,) bolsa, onda B
nokadyn koordinatalary (x ; —y,) bolar. Onda 45° burcui kotangesinin
1-e denliginden hem-de peydalanyp, ctga funksiyanyn kesgitlemesin-
den alarys:

n— X1 _ X1 _ o0—
ctg(—45°) _— y ctg 45°=—1.

Seylelikde, ctg(—405°)=—1.

Indi (1)-(4) formulalar arkaly kesgitlenilen trigonometik funksi-
yalaryin argumentleriniii yolbererlik bahalarynyn kopliigini anyklap
bolar.

1) o-nyi islendik bahasynda sin o we cos o funksiyalaryn kesgitli
bahalary bardyr, yagny olaryn kesgitlenis yaylasy —co<a<+oo, bolar.

a-nyn a#+£90°+k-360° (k=0, £1, £2,..) densizlikleri kanagatlan-
dyryan islendik bahasynda tg o funksiyanyn kesgitli bahasy bardyr.
Hakykatdan-da, OF baslangy¢ radiusyn O nokadyn dagyndan 90°,
yene-de birndce gezek 360° dwrilimi netijesinde ol ON yagdaya eye

163



bolar. Solar yaly hem, OF radiusyn O nokadyn dasynda —90°we yene-
de birndce gezek 360° dwriimi netijesinde ol OS yagdaya eye bolar.
N(O; R) we S(O;—R) nokatlaryn abssissalary nola den bolany sebépli
bolsa, a-nyn seyle bahalarynda tga o kesgitli baha eye déldir.

a # £ 90°+ k360 densizliklerddki & koeffisiyent OF radiusyn
amala agyryan doly dwriimlerinifi sanyny gorkezyér. Sol doly owriim-
lerin sagat dilinin ugruna ya-da onuil tersine bolany bilen netijanin
iytgemejekdigi dsgérdir. Sol sebépli k-nyn alyp biljek bahalary =0,
+1,£2,... yaly gorkezilendir;

3) a-nyn a# k-360°, seyle hem a# £180°+k. 360° densizlikleri ka-
nagatlandyryan islendik bahasynda ctga funksiyanyn kesgitli bahasy
bardyr. Munun seyledigine goz yetirmek iicin E(R; O) we W(—R;O)
nokatlaryn koordinatalarynyn nola deiiligini nazarda tutup, ctga funk-
siyalary dine y=0 bolanda kesgitli bahasynyn yokdugyny gorkezmek
yeterlikdir. ctga funksiyanyn kesgitlenis yaylasyny o # k-180° den-
sizlik arkaly hem gorkezmek bolar.

Goniikmeler

1. Bir ¢yzgyda a we 180°—a bur¢lary gurun:

a) a = 30°% ¢) a=60°% e)a=120%  f)a=-90%

b) a = 45°% d)a=90°%  d)a=225% g)a=-60°

2. Bir ¢yzgyda a we — o burclary gurun:

a) a = 30°% ¢) a=60°% e)a=120%  f)a=-90°%

b) a =45° d)a=90% &) a=225%  g)a=-60°

3. Bur¢lary gurmaly:

a)a=405%  b)p=840% ¢)y=-390°% d)o=-765°

4. Burglary gurmaly:

a)a=420% b)p=780°% ¢)y=-450°% d)y=-750°

5. Baslangy¢ radius O nokadyn dasynda o bur¢a dwriilenden son
OB yagdaya eye bolupdyr. Eger B nokat:

a) I ¢éryege; b) II cdryege; ¢) Il ciryege; d) IV ciryege degisli
bolsa, onda sina funksiyanyn alamatyny kesgitlan.

6. Baslangy¢ radius O nokadyin dagynda o burca éwriilenden son
OB yagdaya eye bolupdyr. Eger B nokat:
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a) I ¢iryege; b) II céaryege; ¢) III ciryege; d) IV ciryege degisli
bolsa, onda cosa funksiyanyn alamatyny kesgitlén.

7. Baslangyg radius O nokadyn dasynda a burga 6wriilenden son:

a) I ¢éryege; b) II ¢iryege; ¢) III ¢iryege; d) IV ciryege diisen
bolsa, onda 7g a-nyn alamatyny kesgitlan.

Baslangyc¢ radius O nokadyn dasynda o burga owriilenden son:

a) I ¢éryege; b) II ¢iryege; ¢) III ¢iryege; d) IV ciryege diisen
bolsa, onda ctg a-nyn alamatyny kesgitlan.

2
8. Burcy gurmaly we sin45° = % bolyandygyndan peydalanyp,

onun sinusyny tapmaly:
a) o =405°% b) p=-450% ¢)y=1350% d)o=-135°

9. Burgy gurmaly we cos60° = % bolyandygyndan peydalanyp,

onuin kosinusyny tapmaly:
a)a=420% b)p=-60°% ¢)y=120°% d) 6 =-120°.
Burgy gurmaly we tg45°=1 bolyandygyndan peydalanyp, onui
tangensini tapmaly.
a) a=405% b)) =765% ¢)y=-450%  d)o=-1125°
10. Burgy gurmaly we ctg 90° bolyandygyndan peydalanyp, onuil
kotangensini tapmaly.
11. Burgy gurun we onui kosinusynyn cos20°-a dendigini gorkezi:
a)a=380%  b)p=-20% ¢) y =740 d) 6 =-380°.
12. Burgy gurun we onun sinusynyi sin50°-a denidigini gorkeziii:
a)a=770% b)p=-230% ¢)y=1590°% d) 6 =410°.
13. o burgy gurui we tg a = 70° bolyandygyny gorkezii:
a)a=430%  b)p=-290°% ¢) y=250°% d) 6 =-110°
14.  burgy gurun we ctgf= ctg 10° bolyandygyny gorkezin:
a)a=370% b)p=-350% ¢)y=190°% d) 6 =-170°.
15. Anlatmanyn sin a bilen ndhili arabaglanysygynyi bardygyny
kesgitlan:
a) sin (—a); b) sin (180°—a); ¢) sin (180°+ «); d) sin (360°+ «).
16. Anlatmanyii cos a bilen néhili arabaglanysygynyn bardygyny
kesgitlan:
a) cos (360°+ a); b) cos (—a); ¢) cos (180°— a); d) cos (180°+ a).
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17. Anlatmanyn ctg a (a # k. 180° k= 0,+ 1,£2,...) bilen arabag-
lanysygyny kesgitlan:

a) ctg (180°+ a); b) ctg (360°+ a); ¢) ctg (—a); d) ctg (360°+ a).

18. Anllatmanyn tg a (a # £90° +k. 360°, k=0, £ 1, + 2,...) bilen
arabaglanysygyny kesgitlan:

a) tg (180°— a); b) tg (180°+ a); ¢) tg (360°+ a); d) tg (—a).

§3. San argumentinii trigonometrik funksiyalary

Radiusy 1-e den bolan téwerek ¢yzalyn we o dwriim burcuny
guralyn (56-njy surat). Belli bolgy yaly, o burgun radian dl¢egi BE
duganyn uzynlygynyn OF radiusa bolan gatnagygyna dendir. Garal-
yan halda OE=1 bolany sebépli, bu burgun radian élgegi BE duganyn
uzynlygyna (has takygy, a 6wrliim bur¢ gurlanda £ nokadyn towerek
boyunca gegen uzaklygyna) dendir.

Eger BE duganyinl uzynlygy x bolsa, onda o = x rad deiiligin alyn-
jakdygy dsgérdir. Eger-de f=a+k-360° bolsa, onda f éwriim burg gur-
landa E nokat towerek boyunca k£ sany doly aylaw gecenden sofira
yene-de x uzaklygy gecip, B nokat bilen gabat geler. Sol sebépli seyle
halda f=2kn+x rad boljakdygy hem diigniiklidir.

San argumentin trigonometrik funksiyalary asakdaky yaly kes-
gitlenilyar.

A

=

R
N

56-njy surat
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Kesgitleme. Islendik x hakyky sanyn sinusy (kosinusy, tangensi,
kotangensi) diyip, radian 6lgegi x bolan burgun sinusyna (kosinusyna
tangensine, kotangensine) aydylyar.

Mysal. sin % rad = sin 45° bolyandygy sebapli,

sin % =gsin 45°= \/E

2

Goniikmeler

1. Hasaplamaly:

. T . . . (T )
a) sin (_Ej’ ¢) sin (27[ + §), e) sin <§ — 7Z'>,
b) cos <7r — %), d) cos <7z + %), ) cos (% — 27[).
Gradus Radian sin a cos a tga ctg a
0° 0 0 1 0 -
30° T 1 V3 V3 /3
6 2 2 3
0 T J2 V2
45 7 5 ) 1 1
) T 73 T 73| /3
60 3 2 2 3
T
90° Pl 1 0 — 0
2 /3 _1 ~V3 /3
120° 3 7 2 3
37 72 72
135° 4 2 2 -1 —1
Sz 1 V3 /3 | =3
150° 6 2 2 | T3
180° T 0 —1 0 -
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2. Hasaplamaly:

a) cos (— %) ¢) cos (27z - %) e) cos (% - 77);

b) sin (7T — %), d) sin (7[ + %), d) sin (E — 277).

3. ctgx funksiyasynyn bahasyny tapyn:

a)x=—%; Q)x=<27r+%); e)x=<%_7f>;

b)xz(ﬁ—%); d)x=(7r+%>; éi)x=<%—27r).
4. tg x funksiyanyn bahasyny tapyi:

a)x=—%; 9)x=<27r+%); e)x:<%_ﬁ>;

b)x=<7z—%>; d)x=<7[+%>; éi)x=<%—27z).

5. Anlatmanyn bahasyny 0,01 takyklykda tapyii:
a) sin 80°12"; ¢) tg (—80°);

b) cos 117°36"; d) ctg (—160°);

6. Anlatmanyn bahasyny 0,01 takyklykda tapyii:
a) sin 1,25; ¢) tg 1,45;

b) cos (—1,6); d) ctg 2,8.

7. Hasaplamaly:

i 7T . _qin2 X 2T 512 T
a)2sm§+tgz, d) 3 —sin 3 + 2cos 7 Stg 1
-2 T .
b) cosm — 251n6, e) 3sin 7—4tg 4 — 3 cos’ 13 —3ctg 2,

¢) cosz%+ cosz%; i) 3sin* X 5 4thZ 3cos’ L 6= 3ctg* L ok



8. Hasaplamaly:

T _ T,
a)2c:os3+tg7t d)—sm +3<:os3 tgg—ctg3,

b)cos +smg e)3$1n2 4tg’ 4 — 3cos’ g—3ctg 2,

¢) COSZ% — cos’ Z, i) 6tg L 6 - cos’ 731' sin%.

9. Anlatmanyi sinx bilen néhili arabaglanysygy bar:

a) sin (—x); b) cos (—x); ¢) sin (z+x); d) sin (27 +x)?

10. Anllatmanyi cosx bilen néhili arabaglanysygy bar:

a) cos (2z+x); b) cos (—x); ¢)cos (7—x); d) ctg (7 +x)?

11. Anlatmanyn ctgx (x#k z, k=0,£1,+2,...) bilen ndhili arabagla-
nysygy bar:

a) ctg (7+x); b) ctg (2w+x); ¢) ctg (—x); d) ctg (7—x)?

12. Aillatmanyn tgx (x# %Hm, k=0, 1, £2,...) bilen arabaglany-
sygyny kesgitlan:

a) tg (7—x); b) tg (2z+x); ¢) tg (27x); d) tg (—x);

13. Hasaplamaly:

a) sin (—1,5); b) cos 0,5; ¢) tg (-0,25); d) ctg 1,7.

14. Hasaplamaly:

a) sin (—=5°24"); b) cos (—40°); ¢) tg 130°; d) ctg 85°.

§4. Trigonometrik funksiyalaryii hisiyetleri

Merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan birlik towerek ¢y-
zalyn we sol bir ¢yzgyda o hem-de —a burglary guralyn (57-nji su-
rat). Bu burglar gurlanda OFE baslangyg¢ radius degislilikde OB, we
OB, yagdaylara eye bolup, B, we B, nokatlaryn absissalar okuna goré
simmetrik boljakdygy dsgardir. Suratdan gorniisi yaly,
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y A
N
B\(x,y)
a E >
O\ X
B(x,))

57-nji surat

B, nokadyn koordinatalary (x, y) bolsa, onda B, nokadyn koordinata-
lary (x, —y) bolar. Sol sebapli

cos (—a) = cos a,

tg (—a) = —tga,

ctg (—a) = —ctga, denlikler dogrudyr. Bu deilikler san argumentli
trigonometrik funksiyalar tigin

sin (—x) = —sinx,

cos (—x) = cosx,

tg (—x) = —tgx,

ctg (—x) = —ctgx yaly yazylar.

Jibiit we tdk funksiyalaryn kesgitlemelerinden (eger fl—x)= f(x)
bolsa jiibiit, eger

fl=x)=—f(x) bolsa tik) peydalanyp yokardaky denliklerden trigo-
nometrik funksiyalaryn esasy hisiyetleriniil birini alyarys,

1-nji hésiyet. Sinus, tanges we kotanges tik funksiyalardyr,
kosinus bolsa jiibiit funksiyadyr.

Mysallara garalyn.

Kosinusyn jiibiit funksiyadygyndan peydalanyp alarys:

T T _\2

cos(—z> =cos = -

Tangesin tdk funksiyadygyndan peydalanyp alarys:
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tgl5o+tg(—15°)= tgl5°—tg15°=0.

Indi bolsa sol bir ¢yzgyda a hem-de a+360° wriim burglary
guralyil. Bu burglar gurlanda OF baglangy¢ radiusyn sol bir OB yag-
daya eye boljakdygy dsgérdir. Sol sebipli

sin(a+360°)=sina, cos(a+360°)=cosa,

tg(a+360°)=tga, ctg(a+360°)=ctga denlikler yerliklidir. Bu den-
likleri san argumentli trigonometrik funksiyalar tigin sin(x+2x)=sinx,
cos(x+2m)= cosx, cos(x+2x)=tgx, ctg(x+2x)=ctgx yaly yazyp bolar. Su
hili deniligi kanagatlandyryan funksiyalaryn yorite ady hem bardyr.

Kesgitleme. Eger x argumetin her bir yolbererlik bahasy iicin

S x+1D)=fix)
deiiligi kanagatlandyryan 7#0 san bar bolsa, onda y=f{(x) funk-
siya periodik funksiya, 7 sana bolsa onur periody diyilyir.

Bu kesgitlemé gord trigonometrik funksiyalaryn her biri perio-
dik funksiya bolup, 2z san (ya-da 360°-lyk bur¢) olaryn periodydyr
(58-nji surat). Eger (—oo;+ o) aralykda kesgitlenilen y=f(x) funksiya
periodik funksiya bolup, 7#0 san onun periody bolsa, onda

S 2T (+ TV T) = fie+ T)= fix)
alarys. Sona gord, 27 san hem bu funksiyanyn periodydyr. Seyle usul
bilen kT (k==1,+2...) gorniigli sanlaryin her birinii sol funksiyanyn
periody bolyandygyny hem gorkezmek bolar.

A

Y

v

(40

a

58-nji surat
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Seylelikde, islendik periodik funksiyanyn tiikeniksiz kop sanly
periody bardyr. Kesgitlilik ii¢in funksiyanyn periody diyip, onunl po-
lozitel periodlarynyi if kigisine diistinilyar.

Yokarda aydylanlardan trigonometrik funksiyalaryii periodik
funksiyalardygy hem-de olaryn periodlarynyn 2z-den uly daldigi &s-
gérdir. Eysem olaryn periodlary 2z-den kici dalmika?

59-njy suratdan gorniisi yaly, toweregin nokatlarynyn diie iki
sanysynyn ordinatasy nola deii bolup ((£(1;0) we W(-1;0)), towerek
boyunca olaryin arasyndaky uzaklyk = sana dendir. Diymek, sinus
we tangens funksiyalaryn kesgitlemelerine layyklykda, olara gonsy
nollarynyn arasyndaky uzaklyk 7 sana dendir.

A

y
N(O;1)

W(-1,0) E(1;0) .
>

S(0:-1)

59-njy surat

Seyle hem kosinus we kotanges funksiyalaryn gonisy nollarynyi
arasyndaky uzaklygyn hem 7 sana dendigini gorkezmek bolar. Diy-
mek, periodik funksiyanyn kesgitlemesine gord, islendik trigonomet-
rik funksiyanyn periody 7 sana boliinydndir we 2z-den kigi daldir.
Seylelikde, trigonometrik funksiyalaryn periodlary 2z-den kigi bolsa,
onda olar dine 7z sana (yagny180°) den bolup biler. Solary bir ¢yz-
gyda a we o+180° 6wrliim burglary guralyil. Bu burglar guralanda OF
baglangyg radius, degislilikde, OB we OB, nokatlarynt O nokada gord
simmetrik boljakdygy dsgérdir. Gorniisi yaly, B, nokadyn koordina-
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talary (—x,y) bolsa, onda B nokadyn y
koordinatalary (—x, —y) bolar. Sol se-
bapli, islendik a burg {i¢in

sin(a +180°)=sina,
cos(a +180°)=—cosa,
tg(a +180°)=tga
ctg(a+180°)=ctga
deilikler yerliklidir (60-61-nji surat). B
Bu deilikler san argumetli trigono-
metrik funksiyalar {igin sin(x+z)=-sinx,
cos (xtm=—cosx, tg(xtm)=tgx, 60-njy surat
ctg(x+r)=ctg x yaly yazylyar.

Bu deiiliklerde tangens we kotangens funksiyalaryn period-
larynyn 7 sana dendigini, sinus we kosinus funksiyalaryn period-
larynyi bolsa 7 sana den bolup bilmejekdigini gormek bolar.

Netijede, trigonometrik funksiyalarynyn yene-de bir iniédn wa-
jyp hésiyetini yiize ¢ykardyk.

2-nji hésiyet. Trigonometrik funksiyalaryn her biri periodik
funksiyadyr, seyle hem sinx, cosx funksiyalaryn periodlary 2z san bo-
lup, tgx we ctgx funksiyalaryn periodlary bolsa 7 sana dendir.

Ve
Q

A

y

BN

><V

Q
a+180°

61-nji surat
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Mysallara garalyn.
sinx funksiyanyn 2z periodly funksiyadygyndan peydalanyp alarys:
s1n5_7r —s1n<27z — %)=sin I |=sinZ= —ﬁ )

3 3 3 2

2. ctgx funksiyanyn z periodly funksiyadygyndan peydalanyp
alarys:
o, e 19 ) _ 1 _
tgl0°- ctg18 tg% ctg(n’ + 18> tg18 ctg18 tng T—l.
£18

3. y=cos5x funksiyanyn periodyny tapalyn. cosx funksiyanyn
periodynyn 2z bolyanlygyndan peydalanyp, y=cosSx=cos(5x+2x)=

=c0s5 (x+2T7T) alarys. Onda x argumetin her bir yolbererlik bahasy {i¢in
cosS(x+ ) cos5x denlik yerine yetyér. Onda 7= 25 san y=cos5x
funksiyanyn periodydyr.

Goniikmeler

1. Trigonometrik funksiyalaryn hasiyetlerinden peydalanyp ha-
saplamaly:

a) sin390°; ¢) Sil’l(—%ﬂ'); e) tg(-1110°);
b) cos(—60°); d) cos=~ 25 T, a) ctg%ﬂ

2. Trigonometrik funks1yalaryr‘1 hisiyetlerinden peydalanyp
hasaplamaly.

a) sin(—%); ¢) sin750°; e) tg%ﬁ

b) COS%?I; d) cos (—780°); ) ctg(—1125°).
3. Hasaplamaly:

a) sin 820°—sin 100°; ¢) sin (—600°) + sin 240°;
b) cos(—7363°) — cos 163°; d) cos 755°- cos 35°;
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4. Hasaplamaly:

a) tg 205°-ctg (-25°); b) ctg(—185%-tg 59

¢) ctg 300°; d) tg(-210°).

5. —180°<a<180° demnsizlikleri kanagatlandyrar yaly edip, a bur-
cun trigonometrik funksiyasy gorniisinde anladyn:

a) c0s729°; b) sin1268°; ¢) sin(—535°); d) cos(—1001°).

6. —90°< a <90° densizlikleri kanagatlandyrar yaly edip, o burcun
trigonometrik funksiyasy gorniisinde anladyn:

a) tg375°% b) ctg(—90°); ¢) tg(102°); d) ctg530°.

7. m sanyn y=sin2x funksiyanyn periody bolyandygyny gorkezin.

8. 47 sanyn y:cos% funksiyanyn periody bolyandygyny gorkezin.

9. % sanyn y=tg3x funksiyanyn periody bolyandygyny gorkezin.

10. 37 sanyn y=ctg% funksiyanyn periody bolyandygyny gorkezin.

§5. Trigonometrik funksiyalaryn grafikleri

Islendik funksiyanyn grafigini argumente diirli san bahalary berip,
funksiyanyn olara degisli bahalaryny hasaplap, sofira bolsa koordina-
talar ulgamyndan alnan san jiibiitlerine degisli nokatlary bellép, olary
endigan ¢yzyk bilen yzygider birlesdirmek arkaly gurup bolyandygy
malimdir.

y=sinx funksiyanyn grafigi.

sinx funksiyanyn 2z periodly funksiya bolany sebépli, onun gra-
figini gurmak {i¢in grafigin [—;x| aralygy (has takygy, uzynlygy, 27
bolan islendik aralyga degisli bolegini gurup bilmek yeterlikdir.

I1ki bilen

T |7 | n | m |2n|3n |3n | 5z
X 0|6 | 4 ~ | == | ||| =
3 2 13 14|44
. LIV2 )43 32 | V2 ] ]
yssinx | 0 | 5 —|— | 1 |—|—|—|5 0
2 |2 2 | 213
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y=sinx

r 3z
2 4

N
INSES

62-nji surat

tablisadan peydalanyp, ¢yzgynyin [0;7] aralyga degisli bolegini gura-
lyni (62-nji surat).

Indi sinx funksiyanyn tdkliginden peydalanyp, tablisa diizelin.

Y4 RY/3 2r T b4
X -zt |— |-—— | —— | -——=| = | — |10
6 4 3 2 3 4 6
1 1
2 2 2 2 2 2

Bu tablisadan peydalanyp, ¢yzgynyn [—x;0] aralyga degisli bole-
gini guralyn (63-nji surat).

63-nji surat

Suratlardaky egri ¢yzyklary bir ¢yzyga gecirip, y = sin x funksi-
yanyn [—m;7] aralyga degisli grafigini alarys (64-nji surat).
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64-nji surat

sinx funksiyanyn periodynyn 2z sana dendiginden peydalanyp,
¢yzgyny c¢epe we saga dowam etdirip, y = sinx funksiyanyn tutus gra-
figini gurup bolar (65-nji surat).

Bu grafik sinusoida diylip atlandyrylyar.

A

y
//O\\ 1T y=sinx
i ; + - ; + 7 ; + n\/ x:
-1

65-nji surat

y=cosx funksiyanyn grafigi.

cosx funksiyanyn 2z periodly funksiya bolany sebépli, onun

grafigini gurmak iicin grafigiil [—x;7| aralyga degisli bdlegini gurup
bilmek yeterlikdir.

11ki bilen
T Vs T T 2 3 S
X 0 — — — | = — | — T
6 4 3 2 3 4 6
1 1
y=COSX 1 ﬁ Q — 0 - | = Q — ﬁ -1
2 2 | 2 2 2 2
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66-njy surat

tablisadan peydalanyp, ¢cyzgynyn [0;x] aralyga degisli bolegini gura-
lyii (66-njy surat). Indi cosx funksiyanyn jiibiitliginden peydalanyp,
tablisa diizelin.

St RY4 2r T T b4
X wz | ——|——|——|——=|——=|—|-——=10
6 4 3 2 3 4 6
_ NCEEN/ RN 1 125
y=cosx | -1 [—=|-2Z 0 — | =1
2 2 2 2 12 2

Bu tablisadan peydalanyp, ¢yzgynyn [—x;x] aralyga degisli bole-
gini guralyn.

Egri ¢yzyklary bir ¢yzga ge¢irip, y=cosx funksiyanyn [—r;7x] ara-
lyga degisli grafigini alarys (67-nji surat).

A

AANS

»
X

1
\*"
1
TN
1
_— S
T
NIy
é

67-nji surat
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Indi y = cos x funksiyanyn periodynyn 2z-e deiiligine esaslanyp,
alnan ¢yzgyny ¢epe we saga dowam etdireliii. Onda cosx funksiyanyn
Y

tutus grafigini alarys (68-nji surat).
,\ /fﬁcosx /\
14

68-nji surat

A

Bu grafige kosinusoida diyilyar.

y=tgx funksiyanyn grafigi.

tgx funksiyanyn 7 periodly funksiya bolany sebépli, onun gra-
figini gurmak iicin (—%,%) aralyga degisli bolegini gurup bilmek

yeterlikdir.
Iki bilen
T T T T T
o T R R B 4 3
1 1
y=tgx | —/3 -1 —ﬁ 0 ﬁ 1 NE)
tablisa boyunca grafigin —%,%] aralyga degisli bolegini guralyn

(69-njy surat).

Sofira argumentin %-é yakynlagsmagy bilen tgx-in bahasynyn

barha artyandygyndan we x = % bolanda onuil kesgitli bahasynyn

yokdugyndan (sol sebépli grafigin X = 7~ wertikal goni ¢yzygy kes-
2
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meyéanliginden), seyle hem bu funksiyanyn ték funksiyadygyndan
ugur alyp, grafigi < Dk 2) aralyga dowam etdirelin (70-nji surat).

Indi y = tgx funksiyanyn periodynyn z sana deiiligine esaslanyp,

Ay

Wiy
SJE]

70-nji surat

grafigin <—7;7) aralyga degisli bolegini <7;7>,...., seyle hem

(—%;%), (—57”; — 32” ), ., aralyklara yayradyp, funksiyanyn tutus

grafigini gurup bolar (71-nji surat).

A
y

&
/
A

\ 4

T

DI

SR
S

i
|
|
|
|
i
|
0 |
|
:
|
|
|
|
|

U
3
—_————————be e e 2

71-nji surat
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Bu grafik tangensoida diylip atlandyrylyar.

y=ctgx funksiyanyn grafigi.

ctgx funksiyanyn z periodly funksiya bolany sebipli, onun grafi-
gini gurmak {i¢in grafigin (0; 7) aralyga degisli bolegini gurup bilmek
yeterlikdir.

L I R A A A 13
o 6 4 3 2 3 4 6
1 1
—ct 1 | =1 0o |-—=| 21 |-
y=Ccigx \/§ \/5 \/g \/3

I1ki bilen tablisa boyunga grafigii [%,5% aralyga degisli bolegi-
ni guralyn (72-nji surat).

A
y

8
=V
1
ST o
Ay
./.Ml/;l
N -4
g
B 4

o ~ &
-//;%‘04&

72-nji surat 73-nji surat

Sofira x=0 we x=n bolanda ctgx-in kesgitli bahasynyn yok-
dugyndan, sol sebipli grafigin x=0 we x=r wertikal géni ¢yzyklary
kesmeyindiginden ugur alyp, grafigi (0; z) aralyga dowam etdirelin
(73-nji surat). Indi y =ctgx funksiyanyn periodynyn 7 sana dendigine
esaslanyp, grafigin (0; 7) aralyga degisli bolegini (x; 27), 2x; 27),...,
seyle hem (-x; 0),..., aralyklara yayradyp, funksiyanyn tutus grafigini
gurup bolar (74-nji surat).
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! ! ! !

74-nji surat

......

Goniikmeler
1. y=sinx funksiyanyn gorkezilen aralyga degisli grafigini gurui:
a) |0:5 | olozk  o|-m5f  Dl-mz}
b) [5:7]: O [-5:0F  H[-m0L g [0:27]
2. y=cosx funksiyanyn gorkezilen aralyga degisli grafigini gurui:
a) [0:7 | ¢) [0;7]; o[-=5f  Ol-mz}
b) [Fiz d) [-5:0F  B[mok g [0:27].

3. y=ctgx funksiyanyn gorkezilen aralyga degisli grafigini gurmaly.
T.T]. T.37]. _3r._ 7] _Z.
D |-35F w3 ol-Fi-3F of-%0]
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4. y=ctgx funksiyanyn gorkezilen aralyga degisli grafigini gurmaly.
2) (0;1); b) (-m0); ¢) (w); d) [0;5].
5. y=sinx funksiyanyn [0;z] aralyga degisli grafigini gurui we

onuil kdmegi bilen argumentin agsakdaky denileméni kanagatlandyr-
yan bahasyny tapyn:

a) sin x=0; ¢) sian—%; e) sinx=—1;
b) sian%; d) sinx=1; ) sinx=2.

6. y=cosx funksiyanyn [0; 2z]aralyga degisli grafigini gurun we
onuil kdmegi bilen argumentin agsakdaky denileméni kanagatlandyr-

yan bahasyny tapyn:
1

a) cosx =0; ¢) COS X =—n e) cosx=—1;
b) cost%; d) cosx=1; d) cosx=—2.

7. Grafiki usul bilen defileménin [— %,% aralyga degisli kokiini
tapmaly:

a) tgx =0; b)tgx=-1; ¢)tgx=I; d) tgx=-3.

8. Grafiki usul bilen denleménin (0;7) aralyga degisli kokiini tap-
maly:

a) ctgx=0; b) ctgx=1; ¢)ctgx=—1; d)ctgx=3.

9. Bir ¢yzgyda y=cosx funksiyanyn [0;z] aralyga degisli we
y=sinx funksiyanyn [—%,%] aralyga degisli grafiklerini guruii.

10. Bir ¢yzgyda y=sinx funksiyanyn [%,%] aralyga degisli we

y=cosx funksiyanyn [0;x] aralyga degisli grafiklerini gurun.
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§6. Sol bir argumentli trigonometrik funksiyalaryii
arasyndaky gatnasyklar

A Merkezi koordinatalar baslan-
gyjynda bolan birlik towerek ¢yza-
lyn we OE baslangyc radiusy o
burca owrelin (75-nji surat). Sun-
lukda, ol OB yagdaya eye bolar.
a E  Toweregin radiusynyn 1-e dendigi
0 A x sebipli (R=1), sinusyn we kosinu-
sy kesgitlemelerine layykykda
y=sina we x=cosa defilikleri alarys.

(sina)*t(cosa)’=y*+x*=
=AB*+0A?bolar. Pifagoryn teorema-
syna gord, OBA goniiburgly tic-
burglukdan 4B*+0A4’=0OB*alarys. OB*=R=1 bolyandygyny g6z 6niinde
tutup, yokardaky denliklerden sin’a+cos’a=1 (1) formulany alarys.

Den argumetli sinus we kosinus funksiyalaryn arabaglanysygy
gorkezyin bu denlik trigonometriyanyi esasy toZdeswosydyr. (1)
denligin ¢ep bolegindiki sin*a+cos’a, aillatma trigonometrik birlik
diyilyar.

Den argumentli trigonometrik funksiyalaryn arabaglanysygyny
gorkezydn yene-de birnédge deilikleri getirip ¢ykaralyn. Tangens we
kotangens funksiyalaryn kesgitlemelerine layyklykda

y

N
B(xy)

S

75-nji surat

e = e
=) = S et = = S0
Yagny tga = 2(1)22_ 2)
ctga = Z?I‘:’Z. 3)

denlikleri almak ansatdyr. Bu denlikler a-nyn islendik yolbererlik ba-
hasynda dogrudyr.
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Denligin iki bolegini hem cos?a anlatma boliip (coso£0)
sin‘a 1
2 1 - 2
cos cos

alarys. (2) deiilikden peydalanyp, soniky denligi

4

1+tg’a =

cos’ a

ya-da 1+tg”a = sec’ a yaly yazyp bileris.
Sonun yaly-da, (1) denligin iki bolegini hem sin’a anlatma boliip,
(sina#£0) we (3) denlikden peydalanyp,

+ ctglo =——

1+ ctga sin’a (5)
va-da 1+ctg?a=cosec’a denligi alarys. Sol bir argumentli trigono-
metrik funksiyalarynynl arasyndaky gatnasyklary gorkezyédn (1)-(5)
deiilikler, seyle hem bize ozaldan mélim bolan

1
S€C U= o5 (6)
coseca=— 1 (7)
sina
ctga= 1 (8)
tga

deilikler trigonometriyanyn esasy tozdestwolarydyr.
San argumentli trigonometrik funksiyalar ii¢in (1)-(8) tozdestwo-
lar, degislilikde, asakdaky yaly yazylyar:

. sinx
2 2y — =
sin’x+cosx=1, 12X = "Cosx’
_ COosx P |
ctgx=—= I+tgx=
g Slnx’ g Coszx’
_ _ 1 _ 1
secx= , cosecx=——,, ctgx .
COSX sinx tex
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§7. Trigonometrik funksiyalaryn biri belli bolsa
beylekileri tapmak bilen baglanysykly
mysallary cozmek

Mysallara garalyi. 1. sina= % we %<a<7r bolyandygy belli

bolsa cosa, tga, ctga anlatmalaryn bahalaryny tapalyn.

Trigonometriyanyn esasy tozdestwosy bolan sin’a+cos’a=1
formuladan cos’a=1-sin’a deinligi alarys. a-nyn II ¢iryege degisli
burg bolany sebipli, onuii kosinusy otrisateldir. Diymek,

25 144
cosa =—/1—sin*a =—, [1-—— :—,/—:——
169 169

Onda
S
13 5 1 1 12
teaqg =—=——- t ==
g 12 1p Ve ctee tgo 5 5
13 12

2. ctg’a (cos’a— 1) anlatmany yonekeylesdirmeli.

ctgo = g?r?g we sin’a + cos’a= 1 formulalardan peydalanyp alarys:
ctg’o (cos’o— 1)— COS @ - (—sin’a)=—cos’a.
sina 1 —cosa . - , . .
1T+ cosa Sna anlatmany yonekeylesdirmeli.
sina 1 —cosa _ sin’a+1—cos’a _
1 + cosa sina (1 + cosa)sina
sina +sine _ 2sina

~ (1 +cosa)sinag 1 +cosa’
Goniikmeler

1. Anllatmalary yonekeylesdirmeli:

a) l—cos’a; ¢) sina - cosa. - tga;
) 2o cosa.,
b) cos’a + (1-sin‘a); d) ctea
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e) (cosa—1)(1-cosa); f)tga-ctga—1;
tga
Ctga

a) sina +2cos’a—1; 2)

2. Anlatmalary yonekeylesdirmeli:

2 1. SiIlCZ,

a) sinfa—1; e) toe

b) 1-sina—cos’a; g) SIna.
tgw

¢) (1-=sina)(1+sina);  f) tga - ctga + ctga;

2 (1 Aain2a\ ctga
d) cos’a—(1-2sin‘a); g) Tea
3. Eger %<a<7t bolsa, onda o burcun beyleki trigonometrik
funksiyalaryny hasaplani:
a) cos a =—0,6; b) sin o = %
4. Eger O<a<% bolsa, onda o burgun beyleki trigonometrik

funksiyalaryny hasaplan:

a) sin a = 0,6; b) cos a = %
5. Asakdaky denlikleri kanagatlandyrjak o bur¢ barmy:
a) sina = % we cosa = i—(l)’

b) tga :g we ctga =1,8?

6. Asakdaky denlikleri kanagatlandyrjak S bur¢ barmy:
a) sin ﬂZ% we cos ﬂ=%;

b) tg = %We ctg ﬂ=x/2—+1?

7. Yénekeylesdyrmeli:

1 . 1 _ 1.

a) 1_coscz’ ¢) sinx —1 1+ sinx’
_sinf-cosp. 1 — ctga.
b) 1 e d)itga—l’
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cosy— 1.

B TP
e) ctg a siny ) tg’x(sin’x—1).
8. Yonekeylesdyrmeli:
1 ) 1 |
%) Sing b )1 +cosx ' 1 —cosx’
tgf - ctgfs — cosps 1 1
b) 2sinf ’ ) T+ cosx T 1+ cosx’
) 2 oy SINY
¢) ctg’x(cos*~1)+1. a) sy +1t
9. Anlatman 6zgerdin:
N 7 .
- +
a) tg(—x)cosx+sinx; ¢) siny + cos(—7)
2 2 . tg’p — 1
b) cos?f - tg? (—f)-1; d) ﬁ+cos .
10. Anlatmany 6zgerdin: £¢
< : te(=7)+1
a) ctgx-sin(—x)—cos(—x); d) = clgy
1 —sin’*(—a). COSX )
) cosa ’ ©) T+sinx © ey
_ ‘2p. sin3¢ + cos 3(p
¢) tg(—f)ctgf+sin’p; a) SINQ + oS @ +singcosp.
11. Anlatmanyn bahasynyi argumente bagly déldigini gorkeziii:
1+ 2sinxcosx 1 1
a) ; ¢) = :
(sinx -+ cosx)z I +tg’x 1+ ctg’x

b) sin*x+cos*2sin’x cos*1;
12. Anlatmanyn bahasynyn argumente bagly déldigini gorkezin:

1 1
—tg’a 1 —ctg’a

)sma/—cosa+1

sin“a ’ 9) 1

b) (sina +cosa)>2sina cosa;  d) cos’a + 2sin’a.



13. Anlatmanyn in uly bahasyny tapyn:

a) 1+(cos’a—sin® a); ¢) sin’ptg’p+5cos’p—1;
b) 1-sinf cosp ctgfs; d) cosx + 3cos®x+3cos’x.
14. Anlatmanyn in uly bahasyny tapyn:

a) 1+(cos’a—sin’a); ¢) sin*pctg?p+5sin’p—1;
b) 1-sinf cosp ctgfs; d) cosx +3cos’x +3sin’x.

15. Tozdestwony subut ediii:

a) (2+sinf)(2—sinp)+(2+cosp)(2—cosp)=7;
b) sin’a cos’f—cos’a sin*f=sin’a —sin’f;
cos’x — sin’x

¢) =sin’x-cos’x;

ctg’x — tg’x

d) cos’ —sin'x_ =cosyp — sing;
1 + singcose ¢ >
1 —sine _ 1 .

) 1 —cos’a tg’a’

a) Ct%:x=coszx
ctgx + tgx ’

16. Tozdestwony subut edii:

a) (sinf+sina)(sino—sinf)—(cosa +cosp)(cosf—cosa)=0;
b) cos’a-cos’f—sin’a-sinfi=cos’o—sin’f;

¢) ctg’x—cos*x=ctg’x-cos’x;

d) sin*p—cos*p=sin’p—cos’p;

cosa  cosa  _ Lo teattef
°) l —sine 1+sina e ) ctga + ctgf tea-tgh.
17. Eger 7t<a<377f bosa, onda a burgun beyleki trigonometrik funk-
siyalaryny hasaplan:
a)tga=1; b) ctgaZ%.

18. Eger 377[< o. <z bolsa, onda a burgun beyleki trigonometrik

funksiyalaryny hasaplan:
a) ctg o =2,5; b) tg o =1.
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19. a we b sanlaryn it bolmanda biri noldan tapawutly bolanda
b

. a ey
sino. = ————= we cosa = ———— deiilikleri kanagatlan-
va+ b’ va + b’

dyryan a bur¢ barmy?

a#0 bolanda tga =a+ % we ctga :azi

deilikleri kanagatlan-
+1

dyryan a bur¢ barmy?

190

20. Anlatmany yonekeylesdirmeli:

a) sin® o +sin* o cos? a +cos® a;

b) (igh+etgh)(1+cosp)(1-cosp);

0 1 +tgy+tg’y | d) 1—s@nx+ 1 + sinx
1 + ctgy + ctg’y’ 1 + sinx 1 —sinx "~

21. Anlatmany yonekeylesdirmeli:
a) sin’a +sin’a-cos’a +cos‘a;

b) (ctgf+tgh)(1+sing);

tgy ctg’y—1,

—tg’y ctgy

9)1

1 + sinx 1 —sinx 1 +cosx V 1—cosx

d)<v1—sinx_ 1+sinx>,< 1 — cosx 1+cosx>

22. sina. + cosa =0,8 bolanda sina-cosa-nyn bahasyny tapyi:
tga +ctga =2,3 bolanda tg’a + ctg’a-nyn bahasyny tapyn.
sina + cosa = o bolsa, onda

a) sin a-cos a; b) sina +cos’a anlatmanyn bahasyny tapyn.
23. Tozdestwony subut etmeli:

a) (tgotctga)’—(tgo—ctga)=4;

sinf 1 .
b) Ctgﬁ-l_l +cosf  sinf’

ct
¢) gy

—_— = 2 N
ctgp + tgo cos ¢

q e __cgr |
1—tg’y ctgy—1



2 L)
— sin .
) M = sin’x - cos’x;
ctg'x — tg'x
. tg’a —sin‘a i
8) > — - =tga
ctg'a — cos’a

24. Tozdestwony subut etmeli:

2) 1 + 4sin’@ cos’a
(sin@ + cosay
cosfp 1 .

b) tgh + 1 +sinf ~ cosp’

tgp
¢) tgp + ctgp

+ 2sinacosa = 1;

= sin’;

g ter o ctey
1 +tg’y ctg’y+ 1

e) cos*x—sinx=1-2sin’x;

.\ sina@ — cos’a + cos‘a _ to!
a) ; = —— = tg'a.
cos’a —Ssmna + sin" o

Trigonometrik formulalar

§1. Getirme formulalary

%i a, tta, 377[ t a, 2rta we s.m. gorniisli burglarynl trigono-

metrik funksiyalaryny o burgun trigonometrik funksiyalaryna getir-
Merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan birlik toweregin OF bas-

langy¢ radiusynyn o we %+a burclara defi bolan dwriimleri berlen
(76-njy surat).
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B, (x,:0,)

B, (x;; )

E »
C, 0 A, X

76-njy surat

Sunlukda, OF radius, degislilikde OB, we OB, yagdaylara eye
bolar. B, nokatdan koordinatalar oklaryna B 4, we B C, perpendikul-
yarlar gecirelifi. Sotira O4 B,C, goniiburgluga O nokadyn dasynda
%(}'Iagny 90°) burga defi bolan dwriim bereli. Onda B, nokat B, no-
kadyn OA B C, goniiburgluk bolsa, OA4,B,C, goniibur¢luga owriiler.

27272

Bu yerde O4,=04; OC =OC, deiilikler yerliklidir.

Getirme formulalarynyi tablisasy

a —a | 72-a|n/2+o| 7o | mto 3n/2+al37/2+a| 2n—0 | 2nto

sina |—sina | cosa | cosa | sina |—sina |—cosa | cosa |—sina | sina

cosa | cosa | sina |—sina |—cosa |—cosa |—sina | sino | cosa | cosa

tga | —tga | ctga |—ctga | —tga | tga | ctga |—ctga | —tga tga

ctga |—ctga | tgo | —tga |—ctga | ctga | tga | —tga |—ctga | ctga

Tablisadan gorniisi yaly, ti¢iinji, dordiinji, yedinji we sekizinji sii-
tiinlerde trigonometrik funksiyalar 6z atlaryny garsylykly funksiyalara
owliryér, yagny sinus-kosinusa, kosinus-sinusa, tangens-kotangense,
kotangens-tangense owiiryér. Ikinji siitiinde bolsa trigonometrik funk-
siyalaryn jiibiitliginden-takliginden peydalanyldy. Trigonometrik funk-
siyalaryn alamatlary bolsa agsakdaky tablisa boyunca alyndy.

192



o I ¢aryek II ¢éryek III ¢aryek IV ¢éryek
sin a + + - -
cos a + - - +
tga + — + _
ctg a + - + _

B, nokatdan koordinatalar oklaryna B 4, we B,C, perpendikulyar-
lar gegirelifi. Sofira OA B C, goniibur¢luga O nokadyfi dasynda %
(yagny 90°) burca deni bolan 6wriim berelinl (77-nji surat).

y
B,

77-nji surat

Onda B, nokat B, nokadyf OA4 B C, goniiburgluk bolsa 6ziine
deftululyk bolan OA4,B,C, goniibur¢lugyn tstiine diiser.

Bu yerde 04 =04, we OC =OC detlikler yerliklidir. B (x; y,)
we B (x,; y,) nokatlaryni yanasyk caryeklerde yerlesyéndiklerini goz
ontinde tutup, soiky denliklerden y, = x, we x, = —p, alarys. Onda
toweregin radiusynyn 1-e den bolany sebédpli, sinusynt we kosinusyn
kesgitlemelerine layyklykda

X, =cos a, y, = sin o hem-de

xX,= COS(% + O(); y2=sin<% + O() bolyandygyna gori alarys:

sin(% + O!) = cosQ (1)
cos(% + a) — —sina )
193
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Getirme formulalarynyn her birini hem yokarda gorkezilen usul
arkaly getirip ¢ykarmak miimkindir. Yéne olaryi islendigini (1) we
(2) formulalary hem-de trigonometrik funksiyalaryn hésiyetlerini
ulanmak arkaly hem alyp bolar.

Argumentin yolbererlik bahalarynda tga= sina

cosa

denliklerin yeterlikdigini nazarda tutup, (1) we (2)-den alarys:

cosa
sin@

we ctga=

2
ctg(% + O() =—tgo. 4)

tg(l + oc) =— ctgot (3)

(1)-(4) formulalarda a-ny — a bilen ¢algyryp hem-de kosinusyn
jiibiit, sinus, tangens we kotangens funksiyalaryn bolsa tik funksiya-

lardygyny goz oniinde tutup alarys:

sin(% —a) =cos(—a)=cosa,

cos(% —a) =-sin(—a) =sina,

tg(% -a) =—ctg(—a) =ctga,
T
ctg(E —-a)=—-tg(-a)=tga
Bu formulalar gysgaca:
sin(z—a) =cosa,
cos(z —o)=sina,
2
te( - a) = ctga,

ctg(%—a) =tga.
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T _

yaly yazylyar we o hem-de 7~ burg¢laryn jeminint goéni burca den-

digi sebipli, kdhalatlarda gosmaca burgun formulalary diylip hem at-
landyrylyar. (1)-(4) formulalaryn kdmegi bilen 7+« burg iigin getirme
formulalary almak hem kyn déldir.

Mysal iigin,

sin( + @) = sin(% + (% + cz)) = cos(% + a/> =—sina.

Umuman, 7+a burg licin getirme formulalary
sin(7 +a) =sina
cos(m+a)=—-cosa
tg(r+ o) =tga
ctg(r +a) =ctga
yaly yazylyar. Bu formulalaryii sofiky iki sanysyny tangens we ko-

tangens funksiyalarynyil 7 periodly funksiyalardygyndan peydalanyp
hem alyp bolardy.

% — @ hem-de m+a burglar ligin getirme formulalarynyn alnys

usullaryny ulanyp, 7—a %ﬂ'i @, 2nta we s.m. burclar iicin getirme

formulalary hem getirip ¢ykarmak bolar.
Getirme formulalaryny iki sany tablisa gorniisinde yazalyn.

Olaryi birinde 7+a 2n+a we s.m. burglara, beylekisinde bolsa T ta,

%7{ + @ we s.m. burglara degisli formulalary yerlesdireli. ’
X nto o 2nta 2n+o
sin x —sin o sin a sin a —sin o
COSs X —Cos o —Cos a COSs a. cos a
tgx tga —tg a tga —tg a
ctg x ctg a —ctg a ctg a —ctg a
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X % +a % -« %7? +a %7{ -«
sin x cos a cos a —COos a —COoS a
COS X —sin a sin a sin a —sinl
tgx —ctg a ctg a —ctg a ctg a
ctg x —tg a tg a —tg a tg o

Tablisada gorkezilen getirme formulalarynyn kibir kanunalayyk-
lyklara tabyn bolyandygyna goz yetirmek bolyar. Munun &hli getirme
formulalary tigin hem seyle boljakdygy trigonometrik funksiyalaryn
periodiklik hdsiyetinden gelip ¢ykyar. Sol kanunalayyklyklary islen-
dik getirme formulany getirip ¢ykarmazdan ya-da tablisa seretmezden
yazmaga miimkingilik berydn diizgiinler gérniisinde formulirldp bo-
lar:

a) a yiti burg diylip hasap edilende, denligin ¢ep bolegindiki
funksiya haysy alamata eye bolyan bolsa, denligin sag boleginde hem
sol alamaty goymaly;

b) 7*a, 2n+a we s.m. burclar iicin denligin sag bdleginde, ¢ep
bolegindéki funksiyanyn adyny tiytgetmén yazmaly;

¢) %J_ra/, %ﬂia we s.m. burclar ligin bolsa deinligin sag

boleginde ¢ep bolegindiki funksiyanyn adyny lytgetmeli (6zem si-
nus yazylan bolsa — kosinus, kosinus bolsa — sinus, tangens bolsa —
kotangens, kotangens bolsa - tangens) yazmaly.

Mysallara garalyii:

1) sin (%ﬂ' — a) afilatmany o burgun trigonometrik funksiyasy

arkaly anladalyn.

Eger a-ny yiti bur¢ diylip hasap etsek, onda <%7r — 01) burg 111
ciaryege degisli bolar. Sinus funksiyanyn III ¢dryekde otrisatel baha
eye bolyandygy sebdpli yokarda getirilen diizglinlerin birine layyk-
lykda, denligin sag boleginde ,, — “ alamatyny goymaly.
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Sol diizgiinlerini beylekisine gora, é77 — a burg {ligin denligin

cep boleginde sinus funksiya bolsa, onda onui sag boleginde kosinus
funksiya alynmalydyr.

Seylelikde, 272' — a burcuil sinusy li¢in Sill(%ﬂ — a/>=—cosa ge-
tirme formulasyny alarys.
2) (:05%7Z anlatmanyn bahasyny hasaplalyn.

Berlen anlatmanyn argumentini 87 _ 3r— L gorniisde yazyp

3 3
we degisli getirme formulasyny ulanyp alarys:
87 _ T\_ T _ 1
COS?—COS(?WZ' — §>——cos§ ==
Goniikmeler

1. o burcun trigonometrik funksiyalary arkaly anlady:

a) sin(% — a); e) ctg (rta); h) cos (27—a);
b) cos (90°+a); a) tg (180°-a); 1) tg (360°+a);
¢) COS(%?T + 0/); f) tg (%n — a'); ) sin(2m—a.);
d) sin (270°-a); g) ctg (270%+a); k) ctg (360°-a).
2. o burgun trigonometrik funksiyalary arkaly anlady:
a) (5 +a) e) sin (360°—a);
b) cos (7ta); ) cos (270°-a);
Otg 37+ @ f) tg (180°- @)
d) ctg 27+a); g) ctg (90°-a).
3. Tablisany dolduryn:
X 3nto 3r—a 4rta 4o
sin x
COS X
tgx
ctg x

197



4. Tablisany dolduryn:

X %ﬁ+0l %W—CF %7T+CZ %72'—@
sin x
COS X
tgx
ctgx

5. sina, cosa, tgo we ctga anlatmalary yiti burguil trigonometrik
funksiyalary arkaly anladyn:

a) a=130% b) a =—-580°.

6. sina, cosa, tga we ctga anlatmalary yiti burgunl trigonometrik
funksiyalary arkaly anladyn:

a) a=190% b) o =-330°.
7. Hasaplan:

a) sin 240°% e) SiH(—%ﬂ');
b) cos (-210°); d) cos %7[;

0 5 )
¢) tg 300% g (—37)
d) ctg (-225°); g) ctg%ﬁ.

8. Hasaplan:

a) sin (-330°); ¢) tg%ﬂ'g

b) cos 315°; d) ctg(—%ﬁ).
9. Yonekeylesdiriii:

a) sin <a — %), b) ctg (a —360°);
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¢) cos (o—7); d) tg (—a+270°).
10. Yonekeylesdirif:

a) cos (0[ — 377?>, ¢) tg (a —2m);

b) sin (a—); d) ctg (a - %)

11. Anlatmany yonekeylesdiriii:
a) sin (90°—a) + cos (180°+ a) + tg (270°+ o) + ctg (360°+ a);

b) sin (7 — x)- cos(x — %) — sin(x + %) -cos(m — x).
12. Anllatmany yonekeylesdiriiii:
a) sin® (180°—x) + sin* (270°—x);
. 5
b) sin (% + 01) —cos(a — ) +tg(r—a)+ ctg(% — 0/).

13. Yiti burgun trigonometrik funksiyasy arkaly anladyi:

a) sin (—178°); ¢) ctg 680°;
. 97

b) cos 0,7x; d) tg(—?>.
14. Yiti burgun trigonometrik funksiyasy arkaly anlady:

- : 3.\
a) sin 1,67; ¢) ctg (—gﬂ’),
b) cos(—=1000°); d) tg 137°.

a+p

Eger a+f+y=180° bolsa, onda tg
gorkezin.

= ctg% bolyandygyny

Eger A, B we C — licburglugyn icki bur¢lary bolsa, onda

sin A 72L B _ cos% bolyandygyny gorkezin.

15. Anllatmany yonekeylesdirin:
2) cos(—a)-ctg(—a)
sin(360° — @) - tg(180° + a)’

sin(7 + @) cos(a + 27)
tg(7r + @)-cos(1,57m + )’

b)
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16. Anlatmany yonekeylesdirin:
sin(7 + @) - sin(a + 27)
te(r + a)-cos(1,57 + @)’
17. Hasaplan:
a) tgl15°-tg30°-tg45°-tg60°tg75°%
b) ctg110°ctg340° + sin160°cos110° + sin250°-sin122°.

18. Hasaplan:
a) ctg18°-ctg36°-ctg54°-ctg72°;
b) tg17°-tg287° + sin32°-s5in148° — sin302°-sin122°.

19. Tozdestwony subut edin:

tg(r — @) . sin(%ﬁ + a)
cos(x+ @) tg(37+a)

= tg’a;

a)

1 1

2 . T\, _
b) ctg’ (27 — @) — sm(cz — 7) cosa = sina’

20. Tozdestwony subut edin:

sin(r — @) Ctg(% + a) ~cos(m— )

- = sina;
e ta) gliq) sin(-a)

a)

b) sin(%ﬁ + a)ctg(% — a) + sin(7 — @) + ctg(%n — a) = tga.

§2. Iki burcuii jeminii trigonometrik funksiyalary

1. IKi burcui jeminiii we tapawudynyi sinusy we kosinusy.

Merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan birlik toweregin OF
radiusyna f# we o burglara deni bolan dwriimler berelin (78-nji surat).
Onda baslangyg radius, degislilikde OB, we OB, yagdaylara eye bolar.

Sunlukda, 2B OB,=o~ff hem-de x =cosp, y =sinp, x,=cosa,
»,=sina boljakdygy dsgirdir.

B (x;y,) we B,(x,; y,) nokatlaryf arasyndaky uzaklygy tapmagyfi
formulasyndan peydalanyp,
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=

N B, (xy;y,)

Bl(xl;yl)
g B
o E

»
»

X

78-nji surat

B B=(x,~x,)*+ (y,»,)* = (cosa— cosf))’ + (sina — sinf)*=cos’a—2cosa
cosf + cos?*f + sina — 2sina sinf + sin’ff = (cos’a + sin’a) + (cos?ff +
+sin’f) — 2(cosa cosf + sina sinf) = 2 — 2(cosa cosf +sina sinf),
yagny B B}=2 —2(cosa cosf} + sina sinf). (1)

Indi bolsa, B OB, ligburgluk tigin kosinuslar teoremasyny ulan-
mak arkaly B B ululygy basgaca yazalyn:

B B}= OB?+0B}-20B OB cos(a—f)=2-2cos (a—p).

Sotiky alnan B B)=2 — 2cos(a—f) detiligi (1) denlik bilen deties-
dirip,

cos(a—f)=cosa cosf+sina - sinf (2) alarys.

Bu formula iki burcun tapawudynyi kosinusynyn formulasy
diyilyir.

Mysal. 15°lyk burgun kosinusyny tapmaly.

c0s15°=cos(60°—45°)=c0s60°cos45°+sin60°sin45° =

=12, 32 Lase),

Formulada p-ny —f bilen calsyryp hem-de cos(—f) =cosf we
sin(—f)=—sinf bolyandygyny nazarda tutup, iki burguii jeminin kosi-
nusynyn formulasyny alarys:

cos(at+f)=cos a cos f —sin a sin f. 3)

Getirme formulalarynyn we (2) formulanyn kdmegi bilen jeminl

sinusynyn formulasyny getirip ¢ykarmak kyn daldir:
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sin(a@ + ) = cos(% —(a + 6)) = cos<(% — 0/) — B) =
= cos(% - a) -cos 5 + sin(% - a)sinﬁ = sina cos 8 + cosa sinf3,
yagny
sin(a + f)= sina cosf + cosasin f. 4)
Bu formulada f-ny —£ bilen ¢alsyryp we sinusyn ték, kosinusyn
bolsa jiibiit funksiyalardygyndan peydalanyp, iki burgun tapawudy-
nyn sinusynyn formulasyny alarys:
sin(a — f)= sina cosf — cosa sinf. (%)

§3. Iki burcuii jeminiii we tapawudynyi
tangensi we kotangensi

(3) we (4) formulalardan jemin tangensinini formulasyny alyp bolar:

te(a + B) = sin(a + B) _ sinacosf + cosasinf _
cos(a +fB) cosacosp — sinasinf
sin@ cosfS + cosasinfS

_ cosa cos 3 _ tga +tgh
~ cosacosfS —sinasinf 1 —tga - tgh’
cosa cos S
yagny p
_ tga+tgp

Seyle usul bilen kotangenin, (2) we (5) formulalaryn kdmegi
bilen bolsa tapawudyn tangensiniin hem-de kotangensinin formulala-
ryny almak bolar:

_ tga—tgh |
tg(a — ) = T-tea- tef (7)
ctg(a + p) = Ctgcfggtfﬁ;t;; ; (8)
ctg(a - f) = EL L L ©)
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Goniikmeler

1. 75°=45+30° bolyandygyndan peydalanyp hasaplan:
a) sin 75° b) cos75°; ¢) tg75°; d) tg75°.
2. 15°=60°-45° bolyandygyndan peydalanyp hasaplan:
a) sinl5° b) cos15°; ¢) tgl5°; d) ctgl5se.

3. Hasaplan:
a) cos74°-c0s29°+sin74°-sin29°;
b) sin46°-cos44°+sin46°-sin44°;
tg13® 4+ tg74° |
) T (I3 1g7d"
d) ctg36° - ctgb® + 1
ctgb’ — ctg36° -
4. Hasaplan:
a) cos17°-cos43°—sinl7°-sin43°;
b) sin61°-cos31°—cos61°-sin31°;
) tgd6° + tgl”
¢ ctg38° - tgl®’
ctg52° - ctg38° — 1

d) ctg38°ctg52°

5. Aillatmany 6zgerdin:

a) cos<% — qo); ¢) sin(% - a) — %cos a;

b) sin(go + %), d) Qsinoﬁrcos(a + %)

6. Anlatmany 6zgerdin:

a) cos (% + (0); ¢) \/sin(% + 01) — cosa;

b) sin (%—go); d) \/3cosa'—2cosa<a—%).

7. Tozdestwony subut ediii:

a) cos(a—p)+sin(—a)-sinf=cosa-cosp;
b) sin(a+p)+sin(—a)-cos(—f)=cosa-sing;
¢) cos(a—p)+cos(atf)=2cosa-cosp;

d) sin(30°— a)—sin(30°+a)=— v 3sina .
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8. Tozdestwony subut edin:

a) sin(a—f)—cosa-sin(—f)=sina-cosp;

b) cos(at+p)+sin(—a)sin(—f)=cosa-cosp;
¢) sin(ot+p)+sin(a —f)=2sina-cosp;

d) cos(60°—a)—cos(60°+a)=v 3sina .

9. Yonekeylesdiriii:

a) cos2a-coso +sin2a-sina;

b) sin(a + %)cos(a - %) + cos(a + %)sin(a - %),

sin(a@ + ) — cosa -sinf5 d) sin(af) + cosa -sinf8
sin(a — B) + cosa -sinf’ 2cosacosfi —cos(a —f3)

¢)

10. Yénekeylesdirin:
a) sin3a-cosa — cos3a-sina;

b) cos<% + a)cos(% + cz) - sin(% + a) - sin(% - a);

cosf(a + p)+ sinasinf cosff(a — B) — 2sin-sin

¢)
11. Hasaplaii:

d)

cosff(a — B) — sinasinf’ 2sina - cosfS —sin(a@ — )’

3 ain(— T — cos S cos K-
a) sm§7r sm( 8) 005872‘ cos s

b) sin(—15°)-cos75°+cos15°sin(—75°);

T T
1 —tg27° - tg33°, clezp —cles

) 2T £ 1233 d)

ctg%-ctg% + 1

12. Hasaplan:
in37-sin(—~ T cos2 7
a) sinz7 sm( 57z)+coss7z COS 5 7T;

b) sin53°-cos7°—c0s53°-sin(—7°);

) 1+ tg4®-tg49°
¢ tg49° + tg4° ’

2 T
ctgﬁﬁ +2ctg5 .
sz !

d) pe
ctgg ctg

13. Tozdestwony subut edin:

a) sin(a+f)sin(a—f)=sin’f;



1 —ctg’a - ctg’
b) ctg(petgla-p= L SEC LS,

9 tga +tgf | tga —tgf _ .
gla+h) wa+p) 7

d) ctgar + tgB _ cos(a + fB)
ctga +tgf ~ cos(a — fB)’

14. Tozdestwony subut ediii:

a) cos(a+p)-cos(o—pf)-sin’f;

b) te(a + B)tg(a — B) :%;

¢) (ctga—ctgph)-ctg(o—p)H(ctgatctgh)-ctg(at+pf) =-2;
d) ctga — tgfS _ cos(a + f)

ctga +tgh  cos(a — )
15. Anlatmany yonekeylesdiriii:

a) cos’a + cosz<% + Ck) + COSZ(% — CF);
b sin(a + f)sin(a — B) . 1+tg(%—0!>.

) sina + sinf8 ’ 1 —tg(%—a>’
d) ctg(% — a)ctg(% + a) + sin(% + a)sin(% — cz).
16. Anllatmany yonekeylesdirin:

a) —sin’a +sin2<%7r + a) + sin2<%7r — a);
b) cos(a + f)cos(a — ).
cosa + cosfs ’
1+ ctg(% — a'>.
tg(% + a) —1
d) tg(% + a)tg(% — a) + cos(% — 01) + cos(% + a').
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§4. Ikeldilen argumentiii trigonometrik funksiyalary

Iki argumentin jeminifl trigonometrik funksiyalarynyn formula-
laryny ulanyp, sin2a, cos2a, tg2a, ctg2a anlatmalary a burgun trigo-
nometrik funksiyalary arkaly ailladyp bolar.

sin(a+f)=sinacosf+cosasing,

cos(a+p)=cosacosf—sinasing.

tgar +t
te(arp)= L
_ctga -tgff — 1
LR)=te el T 2
ctg(atf) ctga + ctgf

formulalarda f-ny a bilen calgyryp alarys:
sin2a=2sina cosa, cos2a = cos’a — sin’a,
2tga ctg’a — 1
1 —tg’a 2ctgar
Bu formulalara ikeldilen argumentin formulalary diyilyar.

tg2a = ctg2a =

Goniikmeler
1. Yonekeylesdirii:
2 cos’a. sin2f
) Sn2a ) 2sing ~ o8B
b) cos2a+sin’a; d) LM. — sinp.
] ’ cosfS —sinf
2. Yonekeylesdirin:
sin‘a . sin’f ]
2) sin*a’ ) cosfs sinf;
b) cos’a — cos2a; d) __cos2f cos .
’ cosf + sinf
3. Hasaplan:
6tg£
a) 8sin L cosL; b) #;
12
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ctg’
¢)dcos’E — 4sin*Z; ) #
8 8 2ctg—
12
4. Hasaplan:

a) 2sinl15°o0s15°% ¢) sin15°co0s105°%

2150 _ oin2] &0 21 27
b) cos?15° — sin*15°% d) cos 177 sin 7"

5. Anlatmany % burgun trigonometrik funks1yalary arkaly anladyn:
a) sina; b) cosa; ¢) tga; d) ctga.
6. Anlatmany % burgun trigonometrik funksiyalary arkaly anladyn:

a) smg, b) cos%; ¢) tg%; d) ctg%.

7. Tozdestwony subut edii:
a) (cos o—sin a)’ = 1 —sin2a;
b) cos*a — sin*a = cos2a.

8. Tozdestwony subut edin:
a) (cosa + sina)* = 1 + sin2q;
b) 4sina-cosa-cos2a = sinda.

9. Hasaplan:
a) 4sin 37°30" c0s37°30" (cos37°30'—sin?37°30");
2 T

COS 12

b)1 - 6sin’ 12

10. Hasaplan:
a) 4sin*75°c0s*75°—(sin*75°— cos?75°);

3 T 3 T T
b) sm16cos E—sm TS

11. Yonekeylesdiriii:

T—a . . T—a 1+Sin(%_2ﬁ).

a) sin 5 CO8T5—; ¢) 2 cosp ;
b) 4 ) ) 1 —cos2B +sin2f
2Ctg37f-£2a’ 1 +cos2B +sin2p"
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12. Yonekeylesdirii:

1 —sin(5 +28)
2T+ A 2T+, 2 .
a) 2 cos i 2sin i ¢) Tsing ;
3r—«
b) g g) 25in26 + sin4p
| —tg?3r—a’ 25in2f — sin4f”
2
13. Aﬁlatmany yonekeylesdirin:
2T+« 1 —ctg’a,
a) 4cos& 4 COS ™" ) T+ cte’a
1 1.
b) [“tgz 17 iga’ d) tga + 2ctg2a.
14. Anlatmany yonekeylesdirin:
..a . T — 37 ) 1— tgza',
a) 4s1n751n 5 sm( 5 a/), ) I+t
1 1
b) [Foigg 1= ctga/; d) tgo + 2tg2a + 4ctgda.

§5. Yarym argumentiii trigonometrik funksiyalary

cos’a + sina = 1

we cosa — sin’a = cos2a
denlikleri gosup,
2cos’a =1+cos2a
ya-da
cos’a _1+ CZOS 2a

formulany alarys.
Suna menzeslikde (1) denilikden (2) denligi ayryp
1 — cos2a

sina= >
formulany alarys.

(3) we (4) formulalarda a-ny 5 2 pilen calsyryp,

2 _ 1+ cosa 2a_1—cosa

COS > 0 we sin 0l 3
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deilikleri alarys. Olary degislilikde

1 ) 1=
cos% =+, /2 Cosa SOSQ we sm% =+,/ 75()5“ (6)

yaly yazyp bolar. Sonky denliklerden bolsa

a_ 1 — cosa a_, /1+cosa
tg2 + 1 + cosa wectg2 + 1 —cosa )

formulalary alyp bolar.
Yarym argumentifi trigonometrik funksiyalary diylip atlandyryl-

van (5)-(7) formulalar anyk mysallary ¢6zmek ti¢in ulanylanda den-

ligin sag boleginde ,,+* ya-da ,,— alamatlaryil degislisi saylanylyp

alynmalydyr.

T

Mysal ii¢in, (6) formulanyi kdmegi bilen sin 3

in bahasyny ha-
saplalyn.
Radian dlcegi % -e den bolan burg I ¢éaryege degislidir. I ¢aryekde

sinusyn alamaty polozitel bolany sebapli, denligin sag bdleginde ,,+*
alamaty goyulmalydyr. Onda

/ T [ V2
Sinz_ 1—COSZ_ 1—2_\/2_\/5_\/2_\/5
8 2 o 2 - 4 o 2 ‘

Goniikmeler

1. cosa = 0,6 hem-de %ﬁ < @ < 27 bolsa, afilatmanyi bahasyny
hasaplan:

a) sin%g b) cos %; ¢) tg%; d) ctg%.
2. cosa =—0,6 hem-de % < a < 2r bolsa, hasaplaii:

. a. a. a. a
a) sin53 b) cos > ¢) tg ok d) ctg 7
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3. Hasaplamaly:

T
a) sm12, b) ctgﬁ.
4. Hasaplamaly:
T
a) 00512, b) 215
5. Denligiii dogrudygyny gorkezin:
sina a. sina  _ .«
) T4 cosa — 82 b) T cosa = &7
6. Denligin dogrudygyny gorkeziii:
l—cosa _ a. l+cosa _ . a
) e 2’ ) —gne - ct&7

ay ., . o
- 7) tozdestwony subut edin.

ENES

7. 1+ sina =2cos? <

8. 1 — sina =2cos? <

INES

— %) tozdestwony subut edin.

§6. Biratly trigonometrik funksiyalaryn
jemini we tapawudyny kopeltmek hasylyna
ozgertmegin formulalary

Sinuslaryn hem-de kosinuslaryfi jemlerini we tapawutlaryny
trigonometrik funksiyalaryn kopeltmek hasyly gorniisinde anlatmak
bolar. Onuni {igin iki burgunt jeminint we tapawudynyn trigonometrik
funksiyalaryndan peydalanarys. a=x+y we f=x—y ornuna goymalary
ulanyp,

sinat+sing=sin(x+y)+sin(x—y)= sinx cosy+cosx siny+
+sinx cosy — cosx siny=2sinx cosy

a+p
2

wey = CZT_B bolyandygyna gori
a+p cos &= B

sina + sinfS = 2sin 2

alarys. Garalyan halda x =

------
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Gorkezilen usul bilen sinuslaryn tapawudynyn, seyle hem kosinuslaryn
jeminin we tapawudynyi formulalaryny getirip ¢gykarmak bolar:
a-p 2t b.

sin@ — sinf8 = 2sin 5 COs—

cosa+cosﬁ:2cosa§6cosagﬁ;

cosa—cosb’z—2sina_£ﬁsina/55.
Mysallara garalyii.

1. sin75%+sin15° jemi hasaplalyn.
Formuladan peydalanyp alarys:

sin75° + sin15° = 2sin 1> _5 15% cos 13 E 15" _

= 2sin45°-cos30° = 2‘?‘/3 = ‘?

St 1

2 sy

Getirme formulasyndan pe}'ldalanyp
T T T\

Sin—+> = sm( 3 12) COS~ 12 alarys. Onda

57 T

= _I_ -
?72[ sin Zg = COoS ?g CoS Zg 2sinlf X

2. cos 55 tapawudy hasaplalyn.

—[ 3

COS

St _
><sin127212:—2sin7f sinf =—2- —

| V2 1__ V2
g SN 2 272

Goniikmeler

1. Hasaplan:

a) sin105°+sin75°; d) cos }% T + cos 152

7
12 + sm12

11 .5 11
g)smﬁﬁ—smﬁﬂ, a)sm12 COS {5 7.

b) cos105°—cos75°; €) COS+4
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2. Hasaplan:

a) sin105°-sin75°%; d) cos 11% — cos%n;
b) cos105° + cos75°; €) CoS+~ T _ gin-L 7
’ 12 2"
¢) 51n57r+s1n152 a) s1n12+cos£
3. Kopeltmek hasyly gorniisinde anladyii:
a) sin2a — sinda; b) cosx + cos5x.

4. Kopeltmek hasyly gorniisinde anladyn:

a) sin3a + sing; b) cos2x — cos3x.

5. Yonekeylesdiriii:

a) sin(% + a) + sin(% — a); b) cos< + a) —cos(6 — a).
6. Yonekeylesdiriii:

a) sin(% + a) — sin(% — a/); b) cos( + a) + cos(6 — a).
7. Deiiligin dogrudygyny gorkezin:

a) sina + cosa=v2 - cos(% — a);

b) sina—cosa=— V2 cos(% — 0/).

8. Deiiligin dogrudygyny gorkezin:

a) sina + coso=+2 - sin(a + %),

b) sina — coso=v'2 - sin(a' — E).

4
9. Hasaplan:

21 47

) cqs68° — cps22°, b) sin3~ 5 +sinTs 15

sin68° —sin22 C052577 +C054117SZ
10. Hasaplan:

27 47

) cos130° + cos 110° b) sin“g- + sin 7

sin130° +sin110°° 2z LY

COS—%— 5 + COSH= 15
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11. Kopeldijilere dagydyn:
a) % — sinf3; ¢) sina + sin2a + sin3a;

/2

b) cosa + R d) cos2a — cos4a — cosba + cos8a.

12. Kopeldijilere dagydyii:

a) % — cos f3; ¢) cosa + cos2a + cos3a;
b) sina + ‘/f, d) sina +sin2a + sin3a + sindo.

13. Anlatmany 6zgerdin:

) sina + sinf . b) cosa + cosfB
cosa + cosfs’ sina —sinf ’
14. Anlatmany 6zgerdin:
2) sina — sinf . ) cosa — cosfS
cosa — cosfS’ sina + sinf8

15. Deiiligin dogrudygyny gorkezii:

_ sin(e@ +p) . B _ sin(a = pB)

a) teer + tgff = cosa - cosf’ b) ctgar — ctgff = cosa - cosf’
16. Denligin dogrudygyny gorkeziii:

B _sin(a - p) . _sin(a + B)
2) tger — tgf = cosa - cosf3’ b) ctgar + ctgh = cosa - cosf’
17. Hasaplan:
a) tg22°30+tg67°30'; ¢) ctg22°30" + ctg67°30’;

11 S . 15
b) ctg ctgﬁﬁ, d) tglzz tg127z.
18. Hasaplan:
a) tg22°30-tg67°30"; ¢) ctg22°30'—ctg67°30’;

11 5 5
b) ctg12ﬁ+ctg12 d) tg127r+tg12
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§7. Kopeltmek hasylyny jeme 6zgertmegiii formulalary

Kopeltmek hasylyny jeme 6zgertmegin formulalaryny hem iki
burguii jeminint we tapawudynyn trigonometrik funksiyalaryndan ge-
tirip ¢ykarmak bolar.

sin(a+f) = sina-cosf + cosa-sinf
sin(a — ff) = sina * cosf— cosa * sinf
denlikleri gosup, alarys:
sin(a+p)+ sin(o—f)=2sina cosp.
Bu deillikden agakdaky formulany alarys:

sina-cosf= 5 (sin(a+A)+sin(a-$)).

Eger
cos(at+p)=cosa-cosf—sina-sinf
we
cos(o—p)=cosa-cosf+sina-sinf
deilikleri gossak, asakdaky denlik alnar:
cos(atp)+cos(a—f)=2cosa-cosp.
Onda

cosa-cosﬁ=%(cos(a +p)+cos(a—p)).
Eger-de (2) denilikden (1) denligi ayyrsak, onda
cos(o—p)—cos(a+f)=2sina-sinf bolar. Bu yerden
sinoc-sinﬁ=%(cos(a+ﬁ)+cos(a—ﬁ)).

Goniikmeler
1. Hasaplani:
a) sin37°30"-cos7°30’; ¢) sin52°30"-sin7°30’;
b) cos75%cos105% d) 2sin15°cos45°.
2. Hasaplan:
a) sin7°30"-c0s52°30'; ¢) sin45°30"-sin15°;
b) cos37°30"-cos7°30'; d) 2sin105°-sin75°.
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3. Jem gorniisinde anladyn:
a) sin(x+a)-sin(x—a); b) 4sin20°-c0s50°-cos80°.

4. Jem gorniisinde ailladyn:
a) sin(x+a)-cos(x—a); b) 4cos15°-sin20°-sin40°.

§8. Esasy trigonometrik toZdestwolar we olaryii netijeleri

sina; cosa; tga we ctga trigonometrik funksiyalarynn 6zara bag-
lanysygyny takyklalyi.

1. Sol bir argumentin kosinusynyn we sinusynyn kwadratla-
rynyn jemi bire defdir:

cos’atsin‘a=1 (D

Subudy. Goy, a erkin bur¢ bolsun. Birlik tegelegin absissalar
oky bilen o bur¢uny emele getirydn OM radiusynyn absissa we ordi-
nata oklaryndaky proeksiyalary asakdakylardyr:

x=cosa we y=sina, OM =1 bolandygy sebépli,

x*+y*=1 ya-da cos’atsin’a=1. Subut etmelimiz hem sudy.

2. Tangensin we kotangensin kesgitlemesi boyunca alarys:

sina _ cosa )

tea = ctga = sina

T cosa’

(2) denlikden gelip ¢cykyan netijeler. Bu denlikleri agzama-agza
kopeldip alarys:

sina cosa _
cosa sina

tga - ctga =

Diymek, tgo-ctgo=1.
(1) denligi ilki cos?a, sofira sin’a agzama-agza boliip asakdakyla-
ry alarys:

cos’@ , sin‘a _ sina 1
cos’a = cos’a cos’a  cos’a

ya-da 1l + tg’a = coizcz' Bu deiiligi basgaca seyle yazmak bolar:
1+tg’a=sec’o.
Seyle usulda sin’a boliip alarys:
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2 2
in’® 1
cosa+s @ _cosa | _

sin‘e  sin‘a sin‘« sin‘a

ya-dal + ctg’a = ﬁ, bu denligi basgaca seyle yazmak bolar:

1+ctg’o = cosec’a.
Mysal: 1+2smacosa _tga+ 1
sin“a — cos’a  tga —1

Subudy.
Cep bolegindédki 1-i cos?atsin’a jem bilen c¢algyryp Owreris,
sofira sanawjyny we maydalawjyny cosa boleris:

tozdestwony subut etmeli.

1+ 2sin@cosa _ cos’a + sm a + 2s1nacosa

sin’@ — cos’a sin’@ — cos’a
(sina + cosa) _ sina + cosa _
~ (sina — cosa)(sina + cosa) _ sina — cosa

sin@ |, cosa

cosa ' cosa _ tga+1
sine _cosa  tga —1°
cosa  cosa

Seylelikde, berlen anlatmanyi sag bolegindiki ailatma emele geldi.

Mysal. sina= 0,62 we 90°< a <180° bolsa;

tga=-2,1 we 180°< o < 270° bolsa;

cosa=-0,23 we 270°< o <360° bolsa;

ctga=3,2 we 0°< a < 90° bolsa, beyleki trigonometrik funksiya-
laryn bahalaryny hasaplan.

§9. Trigonometrik defilemeler

Asakdaky deiilemelere has yonekey trigonometrik detilemeler
diyip at berilyér:
cosx = m; sinx = m; tgx = m; ctgx = m,
bu yerde m — berlen sandyr.
Has yonekey trigonometrik denilemeleri ¢6zmek diymek-trigo-
nometrik funksiyanyn berlen bahasyna eye bolan &hli burclaryii
(dugalaryn) kopliigini tapmak diymekdir.
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cosx=m defleme. arccos m we —arccos m anlatmalaryn bularyn
kosinusy berlen baha eyedir. Bu dugalaryn yerlesyian aralygy bolan
—rm-den 7-e ¢enli aralyk ululygy boyunca doly towerege (kosinusyn
periodyna) dendir, gozlenyin beyleki dugalaryii hemmesi sol nokat-
larda gutaryarlar. Deflleménin umumy ¢oziilisi (yagny onun hemme
c¢oziilislerinin kopliigi) su formula bilen anladylyar:

x ==+ arccos m + 2kx

Eger umumy ¢oziilisin formulasynyn sag bdleginde alamat segip
alynsa we k sana kébir bitin bahalar berilse, onda denleménin kesgitli
— hususy ¢0ziilisi alnar.

Eger m > 1 bolsa, onda denleménin ¢6ziilisi yokdur.

Mysallar.

1. cosx = %

x =% arccos% + 2kr (radian hasabynda)=+60°+360°.

2. cosx=0,7251; x=+arccos0,7251+360°%~+43°32"+360°%

(gradus hasabynda) ~+0,7598 + 2kx.

(arccos0,7251~43°32" Bradisin tablisasy boyunca tapylyar).

sinx =m denleme. Eger m <1 bolsa, onda arcsin m we a—arcsinm
dugalaryn sinuslary berlen m baha eyedir. Bu dugalaryn uclary ordi-
natalar okuna gord simmetrikdir. Hemme goézlenilyan dugalaryn kop-
liigi tapylan iki duganyn iistiine islendik sanda doly aylawy (sinusyn
periodyny) gosmak bilen alnar:

= {arcsinx + 2km } _ |arcsinm + 2km 1)
7 — arcsinm + 2kxw —arcsinm + (2k + )«

umumy ¢oziilisini bir formulada yazmak bolar:

x = (=1)"arcsin m + nw

(bu yerde n — erkin bitin sandyr).
Dogrudan-da, n — jiibiit, yagny n =2k bolanda (1) formulanyn yo-
karky setiri, n tik, yagny n=2k+1 bolanda bolsa asaky setiri alynyar.
Eger ImI>1 bolsa, onda denileméanin ¢oziilisi yokdur.
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Mysallar.

1. sinx = ‘/25 x=(— 1)”arsin‘/2§ +nr = (— 1)”% + nr.
2. sinx = 1. Sinusy 1-e deni bolan dugalaryn hemmesi wertikal
diametrin yokarky ujunda gutaryarlar, sona gord-de, x = % + 2k,

X = —% + 2kr alarys (bu yerde & — islendik bitin sandyr).

sinx= 1 denlleme hem edil sonun yaly ¢oziilyar.
tgx=m denlleme. Uzynlygy boyunca z-e, yagny tangensin peri-
odyna den bolan <— %; %), interwalda m-in islendik bahasynda berlen

tangense eye bolyan yeke-tdk arctg m duga bardyr.

Gozlenilyan dugalaryil uglary ii¢in diametrleyin garsylykly iki
yagdayyn bolmagy miimkindir. Gozlenilydn dugalaryin hemmesini
arctgm duganyn iistiine islendik sanda yarym aylawy (tangensin pe-
riodyny) gosmak bilen almak bolar. Sona gord, gozlenilyén dugalaryn
kopliiginin hemmesi asakdaky formula bilen anladylyar:

x=arctgm + kr

ctgx=m deifilleme. m-in islendik bahasynda tiikkeniksiz kop ¢ozii-
lislere eyedir:

x= arcctgm +kn

(edil 6nki haldaky yaly degsirilyér).

Mysallar. 3
1. ctgx =-1, x=arctg(—1)+k7r=%+k7f.
2=l x= arctgy + 180°k = arctg0,3333 + 180°% =

= 18°26’ + 180°k =~ 0,3217 + k.

Asakdaky mysallarda has yonekey gorniise getirilyédn trigonome-
trik denlemelerin ¢oziiligleri gorkezilendir.
1. Denlleméni ¢oziin: 2sinx — 1= 0.

Cozilisi. sinx = %, bu yerden x = (— 1)"% + k7.
2. Denleméni ¢6zmeli: 2cosx + 3= 0.
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>1,

Coziilisi. Denileménin ¢oziiwi yokdur, sebébi

3. Denlemaéni ¢6zmeli. 2cos3x + 1 =0.
Cozilisi.
1
cos3x =——; 3x:¢2—”+2nk; v=+2Z 20
2 3 9 3

4. Denleméni ¢ozmeli: 2sinx + cosx = 0.
Cozilisi. Denleménin iki bolegini hem cos x boliip alarys:

2tgx +1= O, bu }'/erden tgx = —%, X = arctg(_%).i_ﬂ-k'

§10. Trigonometrik defilemeleri bir funksiya
getirmek usulynda ¢ozmek

cosx gord kwadrat defilemé garalyn:

2cos’x+7cosx+3=0.
Bu kwadrat denilleméni kosinusa gora ¢ozelin:

—7+v49-24 -T74+5
4 4

, X = i% + 27k, cosx =—3. Bu denlleménin

COSX =

Bu erden cosx = —

N —

¢cOzliwi yok.

Eger denilemede nébellinin diirli funksiyalary bar bolsa, onda ola-
ry bir funksiya arkaly aflladyp, difie bir funksiyasyny 0z i¢ine alyan
denileméni almak miimkindir.

Trigonometrik funksiyalaryn birini beylekisi arkaly anladyan for-
mulalary ulanmaklyk denilemi kok belgisini girizip biler we deiileme
olardan bosadylanda del ¢oziiwlerin yiize cykmagy miimkindir. Sona
gord, ornuna goymagyi radikallar girizmejegini saylap almak (eger
ol miimkin bolsa) maslahat berilyr.

Mysallar.

1. Denleméni ¢6zmeli:

2cos’x+3sinx=0.
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Cozilisi. cos’x—i 1-sin’x bilen ¢algyryp alarys:
2 — 2 sin’*x+3sinx=0 ya-da 2sin’x—3sinx — 2=0.

Bu yerden sian—% we sinx =2.
Birinji defllemédnin umumy ¢oziiwi asakdaky bolar:
— n : _ l

x=(-1) arcsm( 2).

Ikinjinin ¢6ziiwi yokdur.

Bellik. Eger sinx=t+'1 — cos’x ornuna goymak ulanylsa, onda
radikally denileme emele geler.

2. Denleméni ¢6zmeli:

sinx+cosx=1.

cosx =++1 — sin’x ornuna goyup, alnan deiileménin iki bolegi-
ni hem kwadrata goterip we gysgaldyp alarys:

sin’x — sinx =0.

Bu yerden sinx=1 we sinx =0 alarys.

Bu yonekey detilemeleri ¢oziip, ¢ozilisin iki bolegini taparys:

X = % + 2km, x=n7m (k we n bitin sanlar).
Barlag. Cozilisin birinji bolegi ligin:

sin(% + 2k7r> =1, cos(% + 2k7r> = 0.

Cozilisin ikinji bolegi ticin:

sinnr = 0: cosnr = {eger n jubiit bolsa, 1 }

eger n jubiit bolsa, — 1
Dinle n=2m jiibiit bahalarynda (1) denleméni kanagatlandyryar.
n=2m+1 tdk bolanda ¢6ziilisin ikinji bolegi del ¢oziiwdir.
Deilleméanin umumy ¢oziilisi iki bolekden ybaratdyr:

X = % + 2k we x=2mrm.

Cylsyrymly argumentin trigonometrik funksiyalaryn belgisinin
asagynda nébellisi bolan defileme {i¢in hem, enceme hallarda hemme
trigonometrik funksiyalary bir funksiya arkaly anladyp, nédbellinifi
dine bir trigonometrik funksiyasyny 0z i¢ine alyan denleme almak
miimkindir.
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Mysal.
Denleméni ¢ozmeli: cos2x = sin’x.
1 — cosx
2
Ornuna goymagy yerine yetirip, difie bir nédbelli funksiyasy bo-
lan asakdaky defileméni alarys:

cos2x = 1_% ya-da 3cos2x=1,

Coziilisi. sin’x =

bu yerden:

cos2x = %; 2x = iarccos% +360°k.

x= %arccos%+180°k ~35°16"+180°k.

§11. Trigonometrik denlemeleri kopeldijilere
dagytmak usulynda ¢6zmek

Eger denleménin hemme gosulyjylary ¢ep bolegine gecirilenden
sofl, ony kopeldijilere dagytmak miimkin bolsa, onda deiileme kopel-
dijilerin kdpeltmek hasyly nola defi bolan gdrniisi alar. Sonira kopeldi-
jilerin her birini gezekli-gezegine nola deiildp, alnan denilemelerin her
birini ¢6zmeli we hemme tapylan ¢oziiwleri bir kopliige birikdirmeli.

Mysal. Deiilleméni ¢dzmeli: sin5x — cos3x = sinx.

Cozilisi. Hemme gosulyjylary ¢ep bolege gegirelin we ony ko-
peldijilere dagydalyn:

(sin5x — sinx) —cos3x= 0,

2sin2xcos3x — cos3x =0,

cos3x(2sin2x — 1) =0.

Cep boleginin kopeldijilerini nola denldp, denlemelerin toplumy-
ny alarys:

2sin2x—1=0 we cos3x=0.

Birinji defileméni ¢ozelin:

n

1 _l — (_ nﬂ . — (_ nl -
sin2x = ok 2x=(-1) g+7rn, onda x =(-1) 12+ 5
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Ikinji defileméni ¢ozelin:

T
cosx=0; 3x=—+nn;x=%+%.
2

Berlen denleménin umumy ¢oziilisi iki bolekden ybaratdyr:

Gorkezijili we logarifmik funksiyalar. Gorkezijili,
logarifmik denlemeler we deiisizlikler,
olaryn ulgamlary

§1. Gorkezijili funksiya we onuii grafigi

Esasy hemiselik we gorkezijisi iiytgeyan ululykly, y=a* gorniis-

dédki funksiya a esasly gorezijili funksiya diyilyar. Onun seyle hési-
yetleri bardyr:
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1) kesgitlenis oblasty R hakyky sanlaryii kopliigi;

2) bahalar kopliigi R, hemme polozitel sanlaryn kopliigi;
3) jiibiit hem déldir, tdk hem dildir;

4) x=0 bolanda funksiyanyii bahasy bire denidir;

A A
y=d y=d
s a>1 0<a<1 1\
0 x 0 X

80-nji surat



5) o>1 bolanda, san okunda funksiya artyar, 0<a<lI bolanda bolsa
funksiya kemelyar. Funksiyanyn grafigi 80-nji suratda sekillendirilen.

Goniikmeler
1. Funksiyanyi grafigini gurun:

a) y=4% ¢) y=(0,7),
b) y=(0,2); d) y=(2,5)".

2. Funksiyanyn bahalar kopliigini gorkezin:

a) y=-2% (Iito),  (050), (-o0s=1), (—o0;t0);
b) y=<%>x + 1; (%, + oo), (1;+0), (2;+©), (0;+0);
oy=—(3):  (-eeg) o) (oorl) (-oo0);
d) y=5*-2; (5;+ ), (-2;+ ), (~1;+o0), (—oo;+o0).

§2. Gorkezijili denillemelerin coziilisi

Nabellisi gorkezijide bolan denilemé gorkezijili denileme diyilyar.
o*=b gorniigdédki denileméni grafiki usulda ¢c6zmek bolar. Onui iigin
y=o" funksiyanyn we y=>b goni ¢yzygyi grafiklerini gurup, olaryn
kesisme nokatlarynyn absissalaryny tapmaly. Eger denlleme o™= o™
gornilisde berlen bolsa, onda denilemediki aflatmalaryn iki boleginin
hem esaslarynyn deniligi sebapli, ony ¢ozmeklik r(x)=p(x) gorniisdaki
deiilemédni ¢6zmekligi ailladyar, ¢linki olar dengtiyclidirler.

1-nji mysal. Gorkezijili denilemeleri ¢ozmeli:

1) 370 = 7/9, 2) 37" 24+32=30); 3) 47+271-24=0.

Birinji denleménin sag bolegini hem 3 esasa getirip, 373 = 37

5._2

defileméni alarys. Ol defilleme x* — 7X =5 kwadrat denilemé dengiiyc-

2
lidir. Onun kokleri x; = —;,xz =1.
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Ikinji defileméni ¢6zmek ti¢in ony 3%-3+3* =30 gbrniisde yazyp
we 3¥=y ¢alsyrmany ulanyp, 9y + y= 30 denlleme alarys. Onun ¢6ziiwi
y=3 bolar. Sona gora, basdaky nabellini tapmak tigin 3>* = 3 defileme
alarys. Onun ¢ozliwi 2x=1, x= % bolar.

Ugiinji  defileméni  4=(2%)% 2'=2-2* deilikleri ulanyp,
(2°)* +2-2*—24=0 gorniisde yazmak bolar. Bu defilemede 2* =
y

calsyrma girizip, y°+2y—24=0 kwadrat defileme alarys. Onufl

kokleri y, =4, y, =—6 bolar. Sonui {i¢in berlen defileméini ¢ozmek
2" =4, 2" =-6 deilemeleri ¢6zmeklige getirildi. Olaryf birinjisinifi
koki x=2, ikinjisinin bolsa koki yokdur.

x—0,5

2-nji mysal. 02~

J5

Deiileménin iki bolegini hem % esasly dereje gorniisine getirelin:

3 () el T

Esaslary deil bolan bu gorkezijili defileme x =2x-3 denilemid
dengiiycliidir. Onun koki x =2 bolar.

=5(0,04)"" detileméni ¢6zmeli.

Goniikmeler

Deilemani ¢ozmeli.
1. a) 3+ 2:3-2=75; )5 () +(5) +1=162

b) (%) 50— 4.8 d)3:9x+92=4.6.
rave=Ve s o(dr=(3)
b) (3) = (5); (3)(3)
3.0 %/(0.257 =20 by (3 (2 =2

4. a) 3+2+371=08; b) 32-3=702;
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¢) T 27 1=345; d) 4+ 271=80.

§3. Gorkezijili densizliklerin ¢oziilisi

Gorkezijili 5™ < 7™ gorniisdiki densizlikler ¢oziilende gor-
kezijili funksiyalaryii @ >1 bolanda artyandygy we 0 <a <I bolanda
kemelyéndigi ulanylyar, yagny o' <a”* densizlikden 0<a<1
bolandar(x) > p(x) densizlik we ¢ >1 bolanda r(x) < p(x) denisizlik
gelip ¢ykyar.

1-nji mysal. Gorkezijili densizlikleri ¢6zmeli:

1) 237 <227 2) (0,04)* <625,

Birinji deiisizlikddki derejénin esasy 1-den uludyr we sonui
ticin ol deisizlikden 3y 4+7<2x—1 denisizlik gelip ¢ykyar, onuil
¢oziiwi x <—8 bolar. Ikinji densizligi ¢6zmek licin onun sag bolegi-
ni  625=(25)"=(1/25)"=(0,04)> gornisde yazyp, defisizligi
(0,04) 7 <(0,04)> gorniisde yazmak bolar. Ol detisizlikdiki
derejdnifi esasynyn 1-den kigidigi esasynda ondan 5x—x*—-8>-2
densizlik gelip ¢ykyar, yagny x* —5x+6 <0 defsizlik alynyar. Ony
(x—2)(x—3)<0 gorniigde yazyp, ol defisizligin ¢oziiwini taparys:
2<x<3.

x=2 X
2-nji mysal. 83x_—2x>1+(§) densizligi ¢6zmeli.

Densizligin ¢ep boleginiit sanawjysyny hem, madalawjysyny

. 37 2Y 2\
hem 3* kopeldip alarys: 8 oY >1+ 3] Bu yerde t:(g) ,
3

t >0 calgyrma girizip, densizligi 8 13

-2

> 1+t gorniisde yazarys, yag-

>1+¢.Ony —1—t>0 gorniisde yazyp c¢ozelin:

8 8
9(1—1) 9(1-1)

15.Sargyt Ne 225
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2 2
8 is0u g 90l

— >0 <0
9(1-1¢) 9(1-1¢) 9(t-1)

(-0 -H<0e (t—l)(t—%)(t+%)<0.

Interwallar usuly esasynda bu densizligin ¢oziiwleri ¢ < —% ya-da

X

) 2 1
% <t<1 bolar. t= (%j calsyrmanyi esasynda alynyan (Ej < 3

dentsizligiil ¢ozliwi yokdur, (%) < —% deiisizligi bolsa logarifm toz-

log2l x 0 .
destwosy esasynda ( 2 j N < ( 2 ) < ( 2 ) gorniisinde yazmak bo-
3 3 3

lar. Ol deiisizlikden bolsa gorkezijili funksiyanyn hésiyeti boyunga
O<x< log2§ densizlik alynyar. Seylelikde, densizligin ¢oziiwi

3

1
0; log, 3 | interwaldyr.

3
§4. Gorkezijili defilemeler we defisizlikler ulgamy

Belli bolan algebraik deillemeler we densizlikler ulgamlarynyn
¢oziilis usullaryny gorkezijili deiilemeler we densizlikler ulgamlary.
ticin hem ulanmak bolar.

1-nji mysal. Gorkezijili denilemeler ulgamlaryny ¢ézmeli:
y {2* =24, {(x—y)O,Sy_“‘ =5.2%7,
27.3" =54, (x— )7 =125.
Birinji ulgamy seyle gorniisde yazalyn:
2.3"=2%.3,
{2y 31 =2.3%
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Ulgamyn birinji we ikinji deiilemelerini kopeldip alarys:

2.3 =23 s 6" =6"x+y=4.

Ulgamyn birinji defilemesini ikinjisine boliip alarys:

273 =2237 2" /3 =2/ o

237 =2/3) @x-y=2.

Alnan x+ y =4, x—y =2 ulgamy ¢6ziip, berlen ulgamyn ¢ozii-
wini taparys: x=3, y=1.

Ikinji ulgamyn birinji deflemesini  (x—y)2"" =5-2""
gornlisinde yazyp we onun iki bolegini hem 27 # 0 anlatma boliip,

x—y=>5denleméni alarys. Ulgamyn ikinji deinlemesinde x-—y
tapawudyn ornuna 5 goyup alarys:

567 =125 @ 50 =5 o (x+y)/T=3 = x+y=21.
Alnan x—y =35, x+y =21 ulgamy ¢oziip taparys: x=13, y=8.
2-njy mysal. Gorkezijili denisizlikler ulgamyny ¢6zmeli:
(2/3)"-(8/9)" >27/ 64,
2x2—6x—3,5 < 8\/5.
Bu ulgamy ¢6zmek {i¢in 6zgertmeler gegirelin:

{(2/3)* (8/9) >27/64, {(3/4))‘ >(3/4),
2 <:> 2
2x‘—6x—3,5 <8\/§ ¥ —6x-3,5 <27/2

x<3 x<3, x<3,
Sl Sl =
x —6x-3,5<3,5 x —6x-7<0 (x+D)(x-7)<0
Ikinji densizligin ¢6ziiwi (-1, 7) interwaldyr. Sonun ii¢in hem
berlen ulgamyn ¢oziiwi (-1, 3) interwal bolar.

§5. Logarifmii kesgitlenisi we hisiyetleri

1. Logarifm diisiinjesi. Goy, 0<a#1 bolsun. b sany almak
icin o esasy derejd gotermek gerek bolan derejénin k gorkezijisine

227



rrrrrr

belgilenyér (okalysy: logarifm a esasa goréd b deiidir k).
Bu kesgitleme boyunca a‘=b we k= log, b denlikler den-
gliycliidir. Olardan esasy logarifm tozdestwosy diylip atlandyrylyan

log, b
a*" =b

detilik alynyar. Seylelikde, 2°=32 we 5=log, 32; 3*=81 we 4=log, 81;
(0,57 =8 we =3 =1log, ;8 deiilikler denigiiycliidir.

2. Logarifmin hésiyetleri we bir esasdan beyleki esasa gecmek
formulalary. Logarifmin kesgitlemesinden we derejelerin hésiyetler-
inden gelip ¢ykyan seyle hésiyetleri bardyr:

1. log,1=0; 2.log,a=1; 3. log,(xy)=log, x+log, v;
4. logaleogax—logay; 5. log, x” = plog, x.
y

Birinji we ikinji hdsiyetler gos-goni logarifmin kesgitlemesinden
gelip ¢cykyar. Esasy logarifm tozdestwosy boyunca yerine yetydn

log, x

x=a"%", y=a"%" detilikleri kopeldip,

log, x . aloga Yy — aloga x+log, y (1)

Xy =a

denligi alarys. Esasy logarifmik tozdestwo boyunga xy=a1°g“("y)_

Bu deiligin we (1) denligin ¢ep boleklerinifi defiliginden olaryn sag
boleklerinin denligi gelip ¢ykyar: ,los.(v) — ,log,x+log,y . Esaslary den
bolan derejelerin bu denliginden olaryn gorkezijilerinin denligi gelip
¢ykyar: log (xy) =log x +1log y. Edil sonun yaly

_ a” = g8 logay X alog“(%’]

 log,y
agu}

<=

log,
log, x-log,y _ (¥

denlikler esasynda a ) denlik yerine yetyédr we ondan

x
log, —=log, x—log, y denlik gelip ¢ykyar. Derejénifi hdsiyetini we
Y

esasy logarifm tozdestwosyny ulanyp,
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p log, x”

aplog“x:(alogax)p:x —a

deiiligi alarys. Ondan bolsa derejelerin we esaslaryl deiiliginden
log, x” = plog, x denlik gelip ¢ykyar.
Berlen anlatmadan logarifm anlatma ge¢cmeklige logarifmlemek

rrrrrrrrrrrr

min hésiyetlerinden peydalanyp, log, x =log, (al"g“‘”) =log, x-log, a

esasy logarifm tozdestwosyny logarifmlip,

log,x = logb<a‘°g“x) = log.x - log,a

deiiligi alarys. Bu denlikden logarifmde bir esasdan beyleki esasa
gecmegin

log, x
log, a
formulalaryny alarys. Olardan gorniisi yaly, esaslary tiytginde loga-
rifmiil bahalary proporsional tiytgeyar. (2) formulalardan

log,b 1
log,a log,a

log, x= , log, x=1log, a-log, x (2)

log, b= , log,a-log,b=1,

n

, _log x" mnlog, x

=log, x,
log,a" nlog,a

, log,, b=—log,D.

formulalar gelip ¢ykyar.

3. Onluk logarifm we onun hésiyetleri. Eger logarifmin esasy
bilen belgilenyir, yagny log, b yazgynyi yerine Igb yazylyar.

Esasy a bolan logarifmler iigin gorkezilen hésiyetlerin hemmesi
onluk logarifmler ii¢in hem Verine yetyér. Yone onluk logarifmifi olar-
dan basga dine onluk logarifme mahsus bolan hisiyetleri hem bardyr.

1) Birlik we yzyndan nullar yazylyp aiiladylyan bitin sanyn onluk
logarifmi ol sandaky nollaryn sanyna deiidir. Mysal {i¢in,
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1g1000 =1g10° =3; 12100000 =1g10° =51g10 = 5.

2) Birlik we onilinden nollar yazylyp ailladylyan onluk droblaryi
onluk logarifmi ayyrmak alamaty bilen alnan ol sandaky nollaryn
sanyna dendir (nol bitini hem hasaba almak bilen). Mysal {i¢in,
1g0,001=1g(1/1000) =1g10~* =-31g10 = -3.

10%, ke Z gorniisdiki sandan tapawutlanyan islendik sanlaryfi
onluk logarifminii noldan tapawutly drob bolegi bardyr.

b sanyn onluk logarifminin bitin bélegine onun hésiyetlendirijisi,
{1gb} bilen belgilenyir. Mysal {igin, belli bolan 1g2 = 0,3010 deiilik
esasynda [lg2]=0, {lg2}=0,3010; 1g543,1=2,7349 deilik esa-

synda [1g543,1]=2, {lg543,1} ~0,7349 ; 120,005 =~ 2,3010 defilik
esasynda [1g0,0051]-32, {1g0,0051} ~0,6990.

Islendik polozitel b sany b=a-10",1<a<10; ne N standart
gorniisde anladyp bolyar we Inb=1In(a-10") =Ina+n bolyany li¢in
b sanyn hisiyetlendirijisi #» sana, mantissasy g a sana dendir.

Mysal {i¢in,

1g4650 =1g(4,65-10°) =3 +1g4,65;

1g46,5=1g(4,65-10") =1+1g4,65;

1g0,4650 =1g(4,65-10"") = —1+1g4,65;

1g0,0465 =1g(4,65-107) = -2 +1g4,65.

Bu mysallaryn esasynda seyle hésiyetler alynyar:

3) Birden uly bolan islendik sanyn hésiyetlendirijisi onunl bitin
bolegini diizydn sifrleriii sanyndan bir san kigidir.

Mysal tigin, [1g74,561]=1, [1g4537,4]=3.

4) Birden ki¢i bolan polozitel onluk drobuii onluk logarifminin
hésiyetlendirijisi ayyrmak alamaty bilen alnan ol sandaky ilkinji nul-
dan tapawutly sifrint 6iitindéki nullaryn sanyna dendir (nul bitini hem
hasaba almak bilen). Mysal ii¢in, {0,0016} =-3, {0,7} =-1.
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5) b san 10" sana kdpeldilende onun onluk logarifmi » san kope-
ler: 1g(b-10") =1gb+1g10" =1gb+n. Mysal {igin,

1g(11-10*) =1g11+2, 1g(342,12:10>) =1g342,12+2

Polozitel onluk drobda otury n belgi saga gecirmek ol droby 10"
sana kopeltmeklige denigiiycliidir. Sonun {i¢in polozitel onluk drobda
otur n belgi saga gegirilende hem onluk logarifm » san kopeler.

6) b san 10" sana boliinende onun onluk logarifmi » san kigeler:

Mysal {i¢in,

lg(h:10")=1gb—1g10" =lgb—n.
1g(13:10°) =1g13-3, 1g(42,1:10*)=1g42,1-2.

Polozitel onluk drobda otur n belgi ¢epe gecirilende onluk loga-
rifm n san kigeler. Mysal ii¢in, 1g 0,0045 =1g0,45 2.

lg(b-10") =1gh+1g10" =1gh+n denligiii esasynda we sana bi-
tin san gosulanda onun drob boleginin liytgemeyandigi sebdpli, onluk
logarifmin mantissasy ii¢in seyle hésiyet yerine yetyér:

7) Polozitel san islendik bitin gorkezijili 10” sana kopeldilende
onluk logarifmin mantissasy liytgemeyaér.

§6. Logarifmik funksiya. Logarifmik defilemeler,
deifisizlikler we olaryn ulgamlary

1. Logarifmik funksiya we onui grafigi. Belli bolsy yaly, gor-
kezijili y =a* (0<a#1) funksiya (0,+o0) interwalda kesgitlenen bo-
lup, onuni bahalar kopliigi (0, +o0) interwaldyr we ol monotondyr (a>1
bolanda artyar we a <1 bolanda kemelyir).

Sonufi ligin hem Oy okuii (0, +o0) interwalynyii islendik y, noka-
dy ii¢in (0, +oo) interwalyii yeke-tik x, nokady tapylyp, y, =a™ bolar,
yagny y =a" funksiyanyn gorkezilen aralykda ters funksiyasy bardyr,
ol logarifm diylip atlandyrylyar we x =1log, ¥ bilen belgilenyar. Ol
y=log, x gorniisde yazylyar we logarifm funksiya diyilydr. Onun
seyle hdsiyetleri bardyr:
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y=logx
y=logx
b
a>1 R ah 0<a<1‘
o0 o x 0 X
b

81-nji surat

1. Kesgitlenis yaylasy hemme polozitel sanlarynn kopliigidir.
(onun grafigi 81-nji suratda sekillendirilendir).

2. Bahalar yaylasy hemme hakyky sanlaryn kopliigidir.

3. Funksiya jiibiit hem déldir, tdk hem déldir.

4. a >1 bolanda funksiya artyar, () < 4 <1 bolanda bolsa kemelyr.

5. Islendik hakyky y san ii¢in log, (ay ) =y deiilik yerine yetydr,
Indi y =log, x we y =a" funksiyalaryni grafiklerini bir koordinatalar
ulgamynda ¢yzalyn (82-nji surat). Suratdan gorniisi yaly, esaslary
dent bolanda y =log, x we y =a" funksiyalaryn grafikleri I we III

ciryeklerin bissektrisasyna gord simmetrikdir.
y A y:ax ¥ A

0<a<l1

a>1 )}\\\
=15 y=a
/1 y=logx >
01 /1 X 1 X
/ / 0 &?gx

82-nji surat

2. Logarifmik denlemelerin ¢oziilisi. Nibellisi logarifm belgisin-
de ya-da onuil esasynda bolan denlemi logarifmik detileme diyilyar.
Seyle denleminin in yonekeyi log, x =5 gorniisdiki denleme bolup,
onun ¢6ziiwi x=a’ bolar we ol kesgitleme boyunca alynyar. Beyleki
logarifmik denilemeler hem kdpleng solar yaly detilemelere getirilip
coziilyér.
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1-nji mysal. Logarifmik defnilemeleri ¢cozmeli:

27=3; 3)log (x+6)=2

2

) 10g2(1+l) =3; 2) log(x
X

1) Logarifmin kesgitlemesi boyunca 1+l:23. Sotia gora,
X

1+l=8, l=7, x:l.
X X 7

2) Kesgitlemi gord, (x> —1)*=27.
Ondan bolsa x? —1=3/27, x*-1=3, x* =4 defileme alynyar.
Onun ¢oziwleri: x, =2, x, =-2.

3) Kesgitleme boyunc¢a x>=x+6. Ol kwadrat denleméanin kokleri
x,=3, x,=—2, yone berlen defileméanin koki difie x,=3 bolar.

2-nji mysal. 3+2log,, 3=2log,(x+1) logarifmik deilleméni
¢ozmeli:

Deiilemede log ., 3= denligi ulanyp, 3 esasa gegelin.

1
log, (x+1)
2
Onda defileme 3+ ————— =2log,(x+1) gorniisi alar. Téze iiytge-
log, (x+1)
yan ululygy y =log,(x+1) defilik boyunga girizip alarys:
2y*=3y-2=0,

y#0.

3+g:2y<:>{
y

Alnan kwadrat denleménin kdokleri Vi, = 34425 ya-da y =2,
’ 4
’, =_%. Sunlukda, log,(r+1)=2 deflemeden x+1=3% =8,

1
10g3(x+1)=—% defilemeden x+1=3 2 ya-da x, :_1+L:ﬁ

o3

Seylelikde, x = ?, x=8.

Kabir hallarda gorkezijili defillemeleri hem logarifmik deiileme-
lere getirip ¢6zmek amatly bolyar.
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2x-1
3-nji mysal. 5.2+ =50 defilleméni ¢6zmeli.
Denleménin iki bolegini hem 2 esasda logarifmirldp,

2x—1
xlog, 5+
& x+1

=log, 50 defileméini alarys. Bu yerden bolsa sey-

le defileme alynyar:
x*log, 5+ xlog,5+2x—1=(x+1)(log,25+log,2) &
& x’log,5-x(log,5-1)-2(log,5+1)=0.
Alnan kwadrat denleméni ¢6zmek ti¢in ilki diskriminanty tapalyn:
D=(log,5-1)" +4log,5-2(log,5+1) = (3log, 5+1)"> 0.
Sona gord, defileménin iki koki bardyr:

log,5—-1£(3log,5+1
- 0g, (3log, ); x =2, x2=_10g25+1.
' 2log, 5 log, 5
I e ey 1y log,5+1
Seylelikde, berlen defileménin kokleri x, =2, x, = _12—5 )
0g,

3. Logarifmik deisizligin coziilisi.

Logarifmik densizlikler ¢oziilende logarifmik funksiyanyn hési-
yetlerinden peydalanylyar.

1-nji mysal. Logarifmik densizlikleri ¢cozmeli:

1) log,(x* —4x+3)<1; 2) log,, (x* +6x+8) > log, ,(5x+10);

3) x'¢* >10.

1) Esasy 8 bolan logarifmin artyandygy, kesgitlenis yaylasynyi
polozitel sanlaryni kopliigi bolyanlygy we 1=log, 8 defilik esasynda,
seyle dengiiycli ulgamy alarys:

{xz —4x+3>0, {xz —4x+3>0, {(x—l)(x—3) >0,

s s

¥ —4x+3<8; xP—4x-5<0; (x+1)(x-5)<0.

Interwallar usulynyn esasynda ulgamyn birinji densizliginin ¢o-
zliwi x<1 ya-da x>3, ikinjininki —1<x<5. Sona gord, ulgamyn
coziiwi: (=1, YU (3, 5). Bu ¢ézuw berlen logarifmik deftsizligifi hem
¢Oziwidir.
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2) Logarifmin esasynyn birden kigi bolany ii¢in seyle ulgamy alarys:

>
X’ +6x+8>0, (x+2)(x+4) >0, x< i’
5x+10>0, & {5x>-10, s )X T
5 x>—72,
x> +6x+8<5x+10; (x+2)(x-1)<0;
—2<x<1;

&-2<x<1. Seylelikde, ulgamyn we sol birwagtda berlen denisizligin
¢Ozliwi: (-2,1).

3) Densizligi 10 esasda logarifmldp, IgxIgx>1, 1g>x—1>0 den-
sizligi alarys. Sona gord, t=I1gx ¢alsyrmany girizip, #°>—1> 0 kwadrat
deiisizligi alarys. Onun ¢oztiwleriniii #<—1 ya-da #>1 bolyandygy
sebépli, lgx <—1 logarifmik deiisizligin ¢oztiwleri

{lg x<1g(/10), {x <1/10,

1
S0<x<—
x>0;

x>0;
kopliikdir we 1gx> 1 logarifmik densizligin ¢oziiwleri

{lgx>lg10, {x>10,
=

< x>10
x>0;

x>0;

kpliikdir. Sofia gord, berlen defisizligii coziiwi (0, %) U (10,00) képliiki:

4. Logarifmik denlemeler we deisizlikler ulgamlary. Seyle
ulgamlarynn ¢oziilisleri hem algebraik denilemeler we densizlikler
ulgamlarynyn coziilisleri yalydyr. Sunlukda, logarifmini hésiyetleri
hem peydalanylyar. Olary mysallarda gorkezelin.

2-nji mysal. Logarifmik deiilemeler ulgamyny ¢6zmeli:

) x'® =100, 5 lg(x—y)-21g2=1-lg(x+y),

log, x=2; lgx—1g3=Ig7-1gy.

1) 0<x, 0<y#1 sertlerde birinji defilemini logarifmlip we ikin-
jiden, x=)? tapyp, seyle ulgamy alarys:

_ .2 _ .2 _ .2
x=y% o ¥ o x=
lgy-lgx=2; |lgy-lgy’=2; |lg°y=1
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Ahyrky ulgamdan asakdaky iki ulgam alynyar:

=y? =100, =2 =0,01,
X y 9 @ xl we X y ) <:> x2
lgy=1 (»n=10; lgy=-1, |y, =0,
Seylelikde, ulgamyi ¢oziiwleri: (100; 10) we (0,01; 0,1).
x>y >0 sertlerde ulgamy seyle gorniisde yazmak bolar:
lgCe=y)+lglr+y) =1+21g2, _ [lg(x’ -)*) =1g40,
lgx+1gy=1g7+1g3; lg(xy) =1g21;
2_ .2 _ 2 2/.2y _ 4 2 _ 912 _
X =y 40,<:> X (21/x) 4O,<:> x'=40x"-21" =0,
xy =21;

xy=21; xy=21.

Bu ulgamyn x>y >0 sertleri kanagatlandyryan ¢oziiwi x =7 we
y=3 bolar. Ol berlen logarifmik ulgamyn hem c¢oziiwidir.
3-nji mysal. Logarifmik densizlikler ulgamyny ¢6zmeli:
g7 —1g(-8x—x*) >0,
lg(x+3)>0.
Ol ulgam seyle ulgama dengiiycliidir:
g7 > 1g(-8x—x%), 7>-8x—x7,

(x+7)(x+1)>0,
lg(x+3)>1gl, x+3>1,
) 220 & ) 2 20 S ix>-2,
—ex— x>0, x+x<b, x(x+8)<0.
x+3>0; x>-3;

Bu ulgamyn ¢oziiwi (—1,0) interwaldyr.

Logarifmin taryhyndan

Logarifm diisiinjesi ifilis matematigi Z. Neper (1550-1617) we sweysar
matematigi [. Byurgi (1552-1632) tarapyndan (biri-birinde habarsyz) gi-
rizilydr. Logarifmler teoriyasyny Neper Osdiiryar. Ol arifmetik anlatmalary,
amallary logarifmler arkaly hasaplamagyn usulyny islép tayyarlayar we lo-
garifmlerin doly tablisalaryny diizyar. Neperin tablisalary natural logarifm-
lerin hézirki wagtdaky tablisalaryndan az tapawutlanyar. Onluk logarifm-
ler inlis matematigi G.Briggs (1556-1630) tarapyndan girizildi. Leybnis
eyydm XVII asyryn ahyrlarynda logarifmlerin diizgiinleri arkaly gorkezijili
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denlemeleri ¢oziipdir. Logarifmlerin tablisalaryny, gijrak bolsa logarifmik
¢yzgyjy ulanmak hasaplamalary ep-esli yonekeylesdirydr we olar uzak
wagtlap hasaplamagyn esasy serisdelerinin biri bolupdyr. Fransuz matemati-
gi Laplas logarifmleri oylap tapmak hasaplayjylaryn dmriini uzaltdy diyip
aydypdyr.

Goniikmeler
1. Denlleméni ¢oziin:
a) logx=log.1,5+1og8; d) log x=log 12 -log 3;
b) Ig (Igx) =0; e) log, (log; (log,x)) =0;
¢)log  (x¥*-5x+5)=1; d) log 2 —log 3=4.
2. Denlleméni ¢Ozin:
a) 4x+1,5+9x= 6x+1; d) 2x. 3x=7’
b) 3-9*-29-61+2%1=0); e) 53 =4,
¢) 3*=T7, g) 2sinx=1,
3. Denlleméni ¢Oziin:
a) log,(2*+1)=2; d) In (x*+3x+1)=Inll;
5

b) log 2 +log,x= 5 ¢) log, sinx +1=0;
¢) 8+18=2-27% ) In(0,5 +x)=1In0,5 — Inx.
4. Denleméni ¢Oziin:

X+l _ 1 x+1 x—1
a) 3 =55 ¢) 51 4+2.51=135;

8x+1 N

b) 37 +37 4+2.3" =16; d) S =16

5. Denlemeler ulgamyny ¢oziin:

a) x+y="7, 0) x+y=34,
lgx + 1gy = 1; lgox + gy = 1;

b) {log4(x +y) =2, d) {loguc — logsy = 0,
lgsx + 1gsy = 2 + 1g:7; X =5y +4=0.
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