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GIRIS

Sonky 200 yyllykda, hususan-da 19-njy asyrdan baglap matematika
ylmy giiycli depginler bilen 6siip baslady. Kopliikler nazaryeti, topolo-
giya, dhtimallyklar nazaryeti we s.m. yaly kop tdze ugurlar doredi. Su
dowiirlerde tekizlik geometriyasyna degisli, hususan-da tigburgluklar
bilen baglanysykly hem kop téze teoremalar, kanunalayyklyklar acyldy.
Bu agyslar 20-nji asyryi baslarynda D. Yefremow tarapyndan toplanyl-
mynda S. Zetel [8], G. Kokseter we S. Greytser [3] bu maglumatlaryn
Ustiini alymlaryn tdze agyslary bilen dolduryp, 6z islerini cap etdirdiler.

Magtymguly adyndaky Tiirkmen déwlet uniwersitetinde “Ugburglu-
gyn tdze geometriyasy” atly yorite ders kop yyllaryin dowamynda talyp-
lara okalyp gelinyér. Bu dersi ilkinji bolup okadyp baglan, matematika
mugallymlarynyn kép neslinini halypasy, Tiirkmenistanyn halk mugally-
my, hormatly professor, merhum Bayramdurdy Berdiyew bolupdy.
Sonra bu dersi Kaka Beserow okadypdy. Ol bu ders boyunga gollanma
tayyarlamaga hem baslapdy. Emma biwagt gelen nigehan ajal zehinli
we yas alymyn bu maksadyna béwet bolupdy.

Mugallymgylyk tejribeligini gecydn 4-5-nji yyl talyplary fakultatiw
okuwlaryny okatmaly we hasap sapaklaryny tabsyrmaly bolyarlar.
Emma tiirkmen dilinde degisli edebiyatlaryn bolmazlygy mugal-
lymlarda we talyplarda kibir kyngylyklary doredyér. Sona goéra-de biz
ticburglugyn tidze geometriyasyny 8-nji synpda fakultatiw sapaklaryny
okatmak {i¢in gollanma hokmiinde hem hodirleyédris. Bu dersi
0zlesdirmédge matematika bilen gyzyklanyan 8-nji synp okuwgylarynyn
bilim derejeleri yeterlikdir.

Bu fakultatiw dersiit mazmunyny 5 boliimde berméige synanysdyk.
Her bir boliimin bagynda nazary maglumatlar berilip, sofiunda bolsa sol
maglumatlardan peydalanylyp ¢6ziilydn meseleler getirilyér. Bizin piki-
rimizge, fakultatiw dersine berilydn 34 sagadyn 7 sagadyny 1-nji bolii-
me, 6 sagadyny 2-nji boliime, 7 sagadyny 3-nji boliime, 8 sagadyny
4-nji bolime we 6 sagadyny 5-nji boliime berip bolar. Emma mugal-
lymlar we tejribelik gecyén talyplar, okuwgylaryn dersi 6zlesdiris yag-
dayyna seredip, bu sagat boliinisigine 6z liytgetmelerini girizip bilerler.

Kitap baradaky 6z pikirifiizi we belliklerinizi Tirkmen dowlet
uniwersitetinin umumy matematika kafedrasyna yollasaityz minnetdar

bolardyk.
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I. Icinden we dasyndan ¢yzylan dortburcluklar.
Brahmagupta teoremalary

Belli bolsy yaly, islendik tigbur¢lugyn iginden we dagyndan tdwerek
¢cyzyp bolyar. Emma islendik dortburglugyn iginden, seyle hem dasyn-
dan téwerek ¢yzyp bolmayar. Meselem, goniiburgly trapesiyanyn dagyn-
dan towerek ¢yzyp bolmayar; ini we boyy den, yagny kwadrat bolma-
dyk goniiburglugyn i¢inden téwerek ¢yzyp bolmayar. B

Teorema 1. Dortburglugyn dagyndan towerek
¢yzmak ii¢in onufi gargylykly burglarynyii jeminifi
180°-a den bolmagy zerur we yeterlikdir.
Subudy: Zerurlyk serti. C

Goy, ABCD toweregin i¢inden ¢yzylan dortburg-
luk bolsun. A, B, C we D burglar téweregin i¢inden
¢yzylan burglar. Sona gord-de ZA=0,50BCD, £C=0, SUBAD
Bu yerden ZA+/C=0,5(uBCD+UDAB) gelip ¢ykyar. BCD we DAB
dugalar toweregi diizyarler, diymek, ZA+~2C=0,5+360°=180°.
ZA+/B+~/C+£D=360° bolany ticin £B+2D=180° gelip ¢ykyar.
Yeterlik serti. Goy, ZA+.-C=180° bolan ABCD dértburglugyii
A, B, D depelerinin istiinden téwerek gegirelin we C nokadyn hem bu
toweregin istiinde yatyanlygyny gorkezelin. Goy, C toweregin i¢inde
yatsyn.

m

D A\\/D
E nokat bolsa BC tarapyn towerek bilen kesisme nokady bolsun.
Onda ZA+~/E=180° bolar. Bu yerden C we E nokatlaryii gabat gelyan-
ligi gelip ¢cykyar. C nokat toweregin iginde yatyp bilmez. Edil suiia
metizes C nokadyn toweregin dasynda yatyp bilmejekligi gorkezilyar.
Diymek, C nokat dinie toweregin iistiinde yatyp biler.S.E.S.
Teorema 2. Dasyndan ¢yzylan dortburclugyn garsylykly taraplarynyn
uzynlyklarynyn jemi dendir.
Subudy. Goy, ABCD doértburglugyn iginden towerek ¢yzylan bolsun.
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Belli bolsy yaly, bir nokatdan B K
towerege gegirilen galtas-
yanlaryn kesimleri den.
AP=AN, BP=BK, CK=CL, DN=DL.
AB+CD=AP+BP+CL+DL= P L
=AN+BK+CK+DN=AD+BC.
S.E.S.
7-nji asyrda yasap gecen hindi mate- A N D
matigi Brahmagupta i¢inden ¢yzylan dort-
burgluklar bilen baglanysykly asakdaky iki teoremany acypdyr we subut
edipdir.
Teorema 3. (Birinji teorema).
Eger toweregin i¢inden ¢yzylan dortburglugyn taraplary a, b, ¢, d
we yarym perimetri p bolsa, onda onuit meydany

B
s=(p-a)(p-D)(p-O(p—0) -
formula boyunga hasaplanylyar. A \

Subudy. Goy, ABCD toweregin iginden ¢y-

zylan dortburgluk bolsun . ¢
ZA+/C=180° bolany ii¢in, getirme formulalaryny
ulanyp cosC= —cosA, sinC=sinA denlikleri alarys. D

ABD ii¢burgluk ti¢in kosinuslar teoremasyny ulanyp
BD=n diagonaly kesgitlaris:
n’= a’+d*-2adecosA
Edil suna mefzeslikde BCD {tigburcluk tigin kosinuslar teoremasyny
ulanyp BD=n diagonaly kesgitleyéris:
n’=b?+c’~2bcecosC= b*+c*+2bcecosA .
Sonky iki denligin cep bolekleri defi bolany {i¢in olaryn sag boleklerini
denldp alarys:
a?+d%-2adecosA= b?+c*+2bcscosA;
2cosA(ad+bc)=a’+d*-b%c® (1).
Indi ABD we BCD tigburgluklaryn meydanlaryny tapmak arkaly ABCD
icinden ¢yzylan dortburg¢lugyn meydanyny kesgitleyéris;

S aBD =1ad -sin A ; S, gep =1bc-sin C =1bc-sin A
2 2 2
21 : 1 : 1 . y e s g e
S= 5 adesinA+ 5 bcesinA= 5 SinA (ad +bc). Sonky deriligin iki bolegini
hem 4-e kopeldip asakdaky denligi alarys: 2sinA(ad+bc)=4S (2)
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(1) we (2) deiilikleri kwadrata goterip, olaryin ¢ep we sag boleklerini
agzama-agza gosyarys:
4cos’As(ad+bc)?+4sin*As(ad+bc)’=(a’+d*-b%-c?)*+16S?;
4(ad+bc)’(sinA+cos?A)=(a*+d*-b*-c%)*+165°.

sinA+cos’A=1 bolyanlygyny gz Ghiinde tutup alarys:
4(ad+bc)’=(a*+d*b*-c?)*+165%

Sonky denlikden S-i kesgitleyaris:

16S?=(2ad+2bc)*-(a*+d*-b*c?)2

Kwadratlaryn tapawudyny kopeldijilere dagadyp alarys:
16S°=(2ad+2bc-a’-d*+b*+c?)( 2ad+2bc+a’+d*b*-c?).

Jemin we tapawudyn kwadratlarynyn formulalaryny ulanyp alarys:
165%=((b*+2bc +¢?)— (a*2ad +d*))((a’+2ad+ d*)-(b*-2bc+ ¢?);
165°=((b+c)*(a-d)?)((a+d)*(b-c)*).

Kwadratlaryn tapawudyny kopeldijilere dagadyp alarys:
16S?=(b+c-a+d)(b+c+a-d)(a+d-b+c)(a+d+b-c);

2= —a+b+c+d)a+b+c-d)a-b+c+d)(a+b—c+d),
2 2 2 2 ’

Sz=(a+b+c+d _aj(a+b+c+d _d](a+b+c+d —bjx

2 2 2
a+b+c+d . a+b+c+d , o s
X — C|; p=——— bolyanlygyny goz Oniinde
tutup alarys: §?=(p-a)(p-b)(p-c)(p-d);

s=J(p-afp-blp-c)p-d).S.ES.

Dortburglugyn bir tarapy, meselem d nula ymtylsa, onda dortburglugyn
iicburcluga ymtyljakdygyny goz oiiline getirmek kyn déldir. Islendik
iicburclugyn dasyndan téwerek ¢yzyp bolyar. Diymek, ticburgluk iicin
Brahmaguptanyii bu teoremasyny ulanyp, ticbur¢lugyin meydanyny tap-
mak i¢in Geronyn formulasyny alarys. d=0 bolanda biz asakdaky
formulany getirip ¢ykaryarys:

s=yp(p-a)p-blp-c).

Teorema 4. (Ikinji teorema). Eger toweregii icinden ¢yzylan
dortburglugyn P nokatda kesigydn perpendikulyar diago-nallary bar
bolsa, onda P nokatdan gecydn we dortburglugyn bir tarapyna
perpendikulyar goni ¢yzyk garsydaky tarapy deii yarpa bolyandir.
Subudy. Sol bir AB duga dayanyanlygy iicin PCB we ADP iginden
¢yzylan burglar 6zara dendir. PBC goniiburgly ticburglugyn yiti burg-
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lary bolany tigin Z/PCB+/PBC=90°. B
PHB génitburgly iigburglugyh yiti burglary ~ © “
bolany iicin ZPBC+/BPH=90°. Bu yerden “
/PCB=/BPH gelip ¢ykyar. Wertikal burg- A
lar bolany ii¢in ZBPH=/DPX. '
/PCB=/BPH=/DPX=/ADP bolany ii¢in
DPX tigburcluk denyanlydyr we onunt DX
we XP taraplary 6zara dendir. D

Sol bir CD duga dayanyanlygy iicin CBP we DAP i¢inden ¢yzylan
bur¢lar 6zara dendir. Z/PCB+/PBC=90° we Z/PCB+~/CPH=90° denlik-
lerden ZPBC=ZCPH gelip ¢ykyar. Wertikal burclar bolany ti¢in
/CPH=/APX. /CBP=/PAD=/CPH=/APX bolany iigin  PAX
tcburgluk denyanlydyr we onun PX we AX taraplary 6zara dendir.
DX=XP we XP=AX bolany {igin DX=AX. SES.
Meseleler
1. Geronyn formulasyndan peydalanyp taraplary: a) 13, 14, 15; b) 3, 14,
15 bolan {ligbur¢lugyn meydanyny tapyn.
2. ZA=112°, £C=68°, AB=4, BC=5, CD=7, DA=9 bolan ABCD dort-
burglugyn meydanyny tapyn.
3. I¢inden ¢yzylan ABCD dortburglugyn taraplary AB*BC=AD+*DC serti
kanagatlandyryar. ABC we ADC ii¢burgluklaryn meydanlarynyn dendi-
gini subut etmeli.
4. Giiber¢ek ABCD dortburglugyn meydanynyn

$%= (p-a)(p-b)(p-c)(p-d)-abcd cos? BLZD (bu yerde a,b,c,d taraplar, p

bolsa yarym perimetr) formula boync¢a hasaplanyandygyny subut etmeli.
5. Eger ABCD dasyndan ¢yzylan dortburgluk bolsa, onunn meydanynyn

S?=abcd sin 2 B+D

formula boynga hasaplanyandygyny subut etmeli.

6. Eger ABCD birwagtda hem icinden hem dasyndan c¢yzylan
dortburgluk bolsa, onufi meydanynyi S’=abcd formyla boyunga
hasaplanyandygyny subut etmeli.

7. Eger giibergek dortburglugyn taraplary a,b,c,d we onun dasyndan
¢yzylan toweregin radiusy R bolsa, onuii meydanynyn

s _\/(bc+ ad)(ca + bd)(ab + cd)
B 16R’

formula boyunca hasaplanyandygy-

ny subut etmeli.
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8. R radiusly toweregin i¢inden ¢yzylan denyanly trapesiyanyn uly esasy
onun beyleki taraplarynyn her birinden iki esse uly. Trapesiyanyn mey-
danyny tapmaly.
9. Deiiyénly trapesiyanyn diagonaly onui kiitek burguny denyarpa bol-
var. Trapesiyanyn kici esasy 3 sm, perimetri 42 sm denl bolsa, onun
meydanyny tapmaly.
10. Denyanly trapesiyanyn i¢inden towerek ¢cyzylypdyr. Gapdal tarapla-
ryn biri galtasma nokady arkaly m we n boleklere boliinyér. Trapesiya-
nyn meydanyny tapmaly.
11. Eger esaslary 8 sm we 14 sm, meydany 44 sm? bolsa, defiyanly
trapesiyanyn gapdal taraplaryny tapmaly.

II. Cewy teoremasy we onuii ulanylysy. Koatpon

teoremasy. Nagel nokady baradaky teorema
Ucburglugyi depesini onui garsysyndaky tarapyn nokady bilen birik-
diryan kesime cewynyn goni ¢yzygy ya-da cewiana diyilyar. Seylelikde,
eger ABC iicburglugyn BC, CA, AB taraplarynyn iistiinde degislilikde
Ay, By, Cy nokatlar yatyan bolsalar, onda AA;, BB;, CC; kesimlere ¢ewi-
analar diyilyar. Bu at italyan matematigi Jowanni Cewynyn ady bilen
baglanysyklydyr. Cewy 1678-nji yylda asakdaky 6rén peydaly teorema-
ny ¢ap etdi .
Teorema 5. ABC tigburglugyn AA;, BB,, CC; ii¢ ¢ewianasy konkurent
BA, CB, AC,
AC B,A CB
Ug ¢ewiana konkurent diyenimizde biz olaryf iiciisinii hem bir noka-
dyn tstiinden gec¢yénligini géz niinde tutyarys. A
Subudy. Eger iki tigbur¢lugyn beyiklikleri
deii bolsa, onda olaryn meydanlary olaryii C
esaslary yaly gatnasyarlar. Subut etmeli den-
ligimizdéki her bir gatnagygy degisli ticburc-
luklaryn meydanlarynyn gatnagyklary bilen A
calsyryarys. BAA; we CAA, iicburgluklaryi c
A depeden BC tarapa inderilen defi beyiklikleri bardyr. Edil sunia men-
zes BKA; we CKA, tigburgluklaryin K depeden BC tarapa inderilen den
beyiklikleri bardyr. Sona gord-de biz asakdaky denligi yazyp bileris:

bolsalar , onda =1 deinlik dogrydyr.

B:

S S S -S
BA1 _ DABAA | VABKA, ABAA | ABKA |

_ S ABKA

AC SACAAl SACKA1 SACAAl_SACKAl S AckA
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Edil suna menzes subut etmeli denligimizdiki ikinji we liglinji gatna-
syklary degisli iicburgluklarynn meydanlarynyii gatnasyklary bilen gal-
syryarys:

CB;, SACBBl SACKB1 SACBBl _SACKBl _ Suske .

BiA Synes ) S ks ) S AnsB L SAAKB ) S kA

S S S -S
AC, _ Dmcece, AAKC | MACC, TOMAKE, S acka

CB Suecc . S eke ) Sascc L SABKC ) S ke

Ugburgluklaryin meydanlarynyi gatnasyklaryny subut etmeli defiligimi-
zin ¢gep boleginde ornuna goyup alarys:
BA, . CB, . AC, _ S sBKA _SABKC . S ACKA ~1. SES
AC BA CB  Sycka Saeka  Saskc
Bu teorema ters teorema hem dogrydyr.
Teorema 6. Eger AA,, BB,, CC, ii¢ ¢ewiana {igin
BA, CB, AC, _
A,C B,A CB
denlik yerine yetse, onda olar konkurentdirler.
Subudy. Goy, AA; we BB; ¢ewianalar K nokatda kesisydn bolsunlar. K
nokatdan gecyan liglinji ¢ewiana bolsa, AB tarapy C; nokatda dilde,
eysem C, nokatda kesydn bolsun. Onda biz Cewy goni teoremasyna

BA, CB, AC
gord L. L. 2 = | detiligi yazyp bileris.
A,C B,A C,B
BA, CB
Emma teoremanyii sertine goré 1, EB1 AG = 1. Diymek,
AC B/A CB
AC, AC,
C, we C; nokatlar gabat gelyér. Bu bolsa
CZB C,B’

AA;, BB;, CCl cewianalaryn bir nokatda kesisyéndikleri barada netije
cykarmaga miimkingilik beryér. SES.

Cewy teoremasy, hususan-da onun ters teoremasy mekdep geo-
metriyasyna degisli we beyleki kop tassyklamalary yeiillik bilen subut
etmidge miimkingilik berydr. Indiki getirjek teoremalarymyza Cewy
teoremasyndan gelip ¢ykyan netijeler hokmiinde garamak bolar.
Teorema 7. Ugburglugyn medianalary bir nokatda kesisyrler.

Subudy. Goy, AA;, BB; we CC,; goni ¢yzyklar berlen iicbur¢lugyn
medianalary bolsunlar. AC,=C;B, BA;=A;C, CB,=B,A bolany ii¢in
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AC, BA CB, =1 denligin

C,B AC BA C, 1
yerine yetyanligine goz yetir- C
mek kyn déldir. Cewy teore- B

v A A 1

masyna ters teorema gora tigburg-
lugyn medianalary bir nokatda kesisyarler. SES.
Teorema 8. Ugburclugyn beyiklikleri bir nokatda kesisyirler.
Subudy. Bu teoremany yiti burgly ticburglyk A
ticin subut edyaris.Goy, AA;, BB; we CC,

goni ¢gyzyklar berlen ticburglugyn beyiklikleri
bolsunlar. A yiti burcy umumy bolany {igin C
AC,C we AB;B goniiburcly tigburgluklar men- B,

A
zesdirler. Bu menzeslikden AC, = AC (1) denligi alarys. Edil suna
AB, AB

menzeslikde BC,C we BA;A goniiburgly ticburgluklaryn menzesligin-
B AB ..
den % = BC (2) deniligi hem-de CA;A we CB,B goniiburgly tigburg-
1

CB, BC
luklaryfi menzesliginden —= = — (3) deiligi alarys. (1), (2) we (3
ry slig CA, AC() gi alarys. (1), (2) we (3)

deniliklerin ¢ep we sag boleklerini agzama-agza kopeldip alarys:

teoremasyna ters teorema gord iicburclugyn beyiklikleri bir nokatda
kesigyarler. SES.

Teorema 9. Ugburclugyi bissektrisalary bir nokatda kesisyirler.
Subudy. Goy, AA;, BB;, CC; goni ¢yzyklar ABC tigburglugyn bissek-
trisalary bolsunlar. Onda {igbur¢lugyn bissektrisasynyn onun garsysyn-
daky tarapy gapdal taraplara proporsional bolan B A
boleklere bolyénligini géz oniinde tutup

asakdaky denlikleri alarys: Cy

Ao _ACay BA_RB ), ¢
C,B BC AC AC

B:
CB A
—1 BC (6). (4), (5) we (6) denlikleriii gep we sag boleklerini
B,A AB
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i . AC

agzama-agza kopeldip alarys: = — =1.
C,B AC B,A BC AC AB

Cewy teoremasyna ters teorema gora ligburclugyn bissektrisalary bir
nokatda kesisyarler. SES.
Teoerema 10. Iginden ¢gyzylan toweregin ligburglugyn taraplaryna gal-
tagsma nokatlaryny olaryn garsysyndaky depeler bilen birikdirydn goni
cyzyklar bir nokatda kesisyérler.
Subudy. Burgui iginden ¢yzylan towerek onun
taraplaryndan den kesimleri kesip alyar. Diymek,
AC,=AB;, BC;=BA; we CA;=CB;. Bu denlikleri
g6z ontinde tutup alarys:
AC, BA CB;, AC, BA CB;
C,B AC B,A AB, BC, AC
Diymek, Cewy teoremasyna ters teorema gord lcburglugyn depesini
icinden ¢yzylan toweregin galtasma nokatlary bilen birikdirydn goni
cyzyklar bir nokatda kesisyérler. SES.
Teorema 11. Ugburglugyni depesinden ¢ykyp, onufi perimetrini defi
yarpa bolyan goni ¢yzyklar bir nokatda kesigyarler.

Subudy. Goy, AB=c, BC=a, AC=b we p =a+Tb+c bolsun.

C

=1.1.1=1. C

Teoremanyii sertine gora C 1
c+ AB;=a+CB;=b+CA;= /
=c+BA,;=a+BC,=b+AC=p C
bolar.Bu yerden AB;=p—¢, CB;=p—-a, A A By
CA;=p— b, BA;=p — ¢, BC;=p — a, AC;=p — b denilikleri alarys.
AC, BA CB;, p-b p-c p-a
C,B AC BA p-a p-b p-c
teorema gord, bu goni ¢yzyklar bir nokatda kesisyarler.
Teorema 12. (Koatpon).Ugburclugyii depesinden ¢ykyp, onuii gar-
sysyndaky tarapy sol tarapa seplesyin burclara A
proporsional bolan boleklere bolyan ii¢ goni ¢yzyk
bir nokatda kesisyandir.
Subudy. Teoremanyi sertine gord asakdaky
denlikleri yazyp bileris:
§=4—B; EzL—A;C—F=£.Budeflliklerifl
EA ZA DC «ZC BF ZB
cep we sag boleklerini degislilikde agzama-agza kopeldip alarys:
19
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BE AD CF «ZB /A ZC
— ————=——+——-——=1. Cewy teoremasyna ters teorema
EA DC BF ZA ZC /B

gord AF, BD, CE bir nokatda kesigyarler. S.E.S.

Nemes matematigi Nagel 1836-njy yylda 6z adyny goterydn asak-
daky teoremany cap etdirdi.

Ucburglugyn iki tarapynyit dowamyna we ii¢iinji tarapynyi 6ziine
galtagyan towerege licburclugyn dasyndan galtasyan towerek diyilyar.
Teorema 13. Ucburglugyit depelerini onuii dasyndan galtasyan
towereklerin  {igburclugyn taraplaryna galtasma nokalary bilen
birikdiryan goni ¢yzyklar bir nokatda kesisyarler.

Subudy. B burguil iginden ¢yzylan toéwerek onun taraplaryndan 6zara
den bolan BK we BE kesimleri kesip alyar. Edil suna metizes C burcun
icinden ¢yzylan towerek 6zara dei CF we CL, A burcun i¢inden ¢yzylan
towerek bolsa 6zara dent AD we AT kesimleri kesip alyar. Indi bolsa bu
kesimlerinl dhlisinini tigcburclugyil yarym perimetrine dendigini gorkeze-
lin: 2BK=2BE=BK+BE=AB+AK+BC+CE ; AK=AN we CE=CN

bolyanlygyny g6z oniinde tutup alarys: AB+AN+BC+CN=
=AB+BC+AC= 2p=a+b+c. Bu yerden BK=BE=p gelip ¢ykyar.Edil suna
meiizes CF=CL=AD=AC=p bolyanlygyny gorkezmek kyn dildir. Indi
Cewy teoremasyna ters teoremany ulanmak {i¢in ona giryédn her bir
kesimi ticbur¢lugyin yarym perimetrinin we tarapynyn {iisti bilen aiila-

dyarys: BP=BL=CL-BC=p-a; PA=AF=CF-CA=p-b;
AN=AK=BK-AB=p-c; CN=CE=BE-BC=p-a;
CM=CT=AT-AC=p-b; BM=BD=AD-AB=p-c.
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Bu alnanlary Cewy teoremasyna ters teoremadaky denligin ¢ep bo-
. , BP AN CM p-a p-c p-b
legine go alarys: — —— =1.Cew
gine soyup yPANCMprpapcCy
teoremasyna ters teorema gord BN, AM, CP goni ¢yzyklar bir nokatda
kesigyarler. S.E.S.

Meseleler
1. ABC iigburclugyn BC, CA we AB taraplarynyn iistiinde AA;, BB; we
CC; kesimler bir nokatda kesiser yaly edilip, degislilikde A;, B; we C;
nokatlar saylanylyp alynypdyr. A;B; we A;C; goéni ¢yzyklar A depénin
istlinden BC tarapa parallel edilip gegirilen goni ¢yzygy degislilikde C,
we B, nokatlarda kesydr. AB,=AC, deriligi subut etmeli.
2. Toweregin dagyndan ¢yzylan altyburglugyn garsylykly depelerini
birikdiryan kesimlerin bir nokatda kesisyanligini subut etmeli.
3. Toweregin dasyndan ¢yzylan ABCD dortburglugyn A we C depeleri
degislilkde CD we AD taraplaryn towerege galtasma nokatlary bolan A,
we C; bilen birikdirilipdir. BD diagonalyn AA; we CC; kesimlerin
kesisme nokadynyn isti arkaly gecyénligini subut etmeli.
4, Ugburclugyn islendik iki dasky burcunyin bissektrisalarynyii we
liclinji burgunyn bissektrisasynynn bir nokatda kesisydndigini subut
etmeli.
5. Giibergek altybur¢lugyn garsylykly taraplary jiibiit-jiiblitden parallel.
Garsylykly taraplaryn ortalaryny birikdirydn goni ¢yzyklaryn bir nokat-
da kesisyédndigini subut etmeli.
1. Wan-Obel teoremasy. Styuart teoremasy.
Zergon teoremasy
Teorema 14. (Wan-Obel). Ugburclugyii depelerinden ¢ykyp, onufi

AK _ AF AE
icinde kesisydn g0ni klaryn her bir1 i¢cin —=——
161 1§y g ¢yzyklary: ucl1 KD  EB EC
gatnasyk dogrydyr. A
A F

A\ E
F K C
B D C

B

S
Subudy. 1IKi bilen =€ =£ denligin dogrylygyny gorkezelin.
ABKC
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Saakc=0,5*KC*AH; we Sxaxc=0,5*KCBH, bolyanlygy diisniiklidir.

OndaSAiC = ﬂ . BFH; we AFH; goniiburgly tigburgluklar bir yiti

Saexc  BH,
burglary den (£BFH,=ZAFH;— wertikal bur¢lar) bolany ii¢in menzes-

. . AH, AF .
dirler. Olaryn mefizesliginden —2 = — gelip ¢ykyar.

BH, BF
. .S AF S AE
Indi teoremanyti subudyna gecyiris. —28KC =~ e —AAKB _ " —
SABKC FB SABKC EC

denlikleri subut etmeli denligimizin ¢ep bdleginde ornuna goyup alarys:

AF AE _ S ke " Sk Saakc T Saaks ).

-4 =
FB ES SABKC SABKC SABKC

Degislilikde AKC we CKD, AKB we BKD iigburgluklaryn meydanlary-
nyn gatnasyklaryny degisli taraplaryn gatnasyklary bilen g¢algyryarys.
Sunlukda C depeden AD esasa inderilen beyikligin AKC we CKD iig-
burgluklaryn ikisi {igin hem umumylygyny, B depeden AD esasa inde-
rilen beyikligin AKB we BKD ii¢burcluklaryn ikisi {igin hem umumyly-
gyny g0z oniinde tutyarys:

Sake _ AK . Spie _ AK | Spc+Sae _ Sakc TSake _ AK

=—, = X = = (2)
SACKD KD SABKD KD SCKD + SBKD sBKC KD
AK AF AE
1) we (2) denlikleri denesdirip alarys: —=—+——. S.E.S.
(1) we (2) sdinp alarys: =0+ Fe S

Wan-Obel teoremasy kébir belli gatnagyklary yenillik bilen subut
etmage miimkingilik beryar. Mysala seredelin.
Teorema 15. Ugburglugyi medianalary kesisme nokadynda bir-birini
2:1 yaly gatnagykda bolyérler.
Subudy. AD mediana tigin subut edelii. AF=FB we AE=EC bolany

gelip ¢cykyar. S.E.S.
Indiki getirjek teoremamyz M. Styuartyii adyny goteryédr. Sebéibi bu

teoremany ol 1746-njy yylda formulirlipdir (emma subut etméndir). Bu
teoremanyn subudyny R. Simson 1751-nji yylda cap etdiripdir.
Teorema 16. Eger AD=d kesim ABC iicbur¢lugyn BC=a tarapyny
BD=m we CD=n bdleklere bolyin bolsa, onda

d’a= b’m+ c¢’n-amn  deiilik dogrudyr.
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Subudy. A depeden AE beyikligi gegirydris. Kosinuslar teoremasyny
ulanyp, BDA ti¢cbur-

¢lukdan c tarapy we ADC {igburclukdan
bolsa b tarapy kesgitleyaris: c b
c’=d*+m?-2medscosD= d

=d*+m*2md - % = d®+m>2meED. (1).

22,2 B E D C
b =d“+n*-2nedecos ZADC=

=d*+n*-2neds( - ? )= d*n-2n+ED. (2).

(1) denligi n-e, (2) denligi bolsa m-e kopeldip, sonra olaryi ¢ep we sag
boleklerini agzama-agza gosyarys:
b’m+c?n=d’n+m’n+d°“m+n’m=d“(n+m)+mn(m+n). m+n=a bolyanlygyny
g6z ohiinde tutup alarys: b’m+c’n=ad*+amn; ad’= b’m+c’n-amn.
Styuart teoremasy iigburglugyn taraplary berlende onun medianasyny
we Dbissektrisasyny yenillik bilen hasaplamaga miimkingilik beryar.

ad’=b’m+c’n-amn formuladan d%-y kesgitleyiris:
b?m+c?n—amn . . .
d?= . Goy, d kesim a tarapa gegirilen mediana bol-
a

sun. Bu yagdayda m =% we n =% bolar. Bu bahalary sonky formulada

ornuna goyup a tarapa gecirilen medianany tapmagyi formulasyny geti-

rip ¢ykararys:
b2'§+C2'E—a'E'E 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 b ¢ a° 2b°+2c°-a
ma e e e
a 2 2 4 4

2 2.2
m. = M:11/2b2+2(:2_a2.
: 4 2

Gorniisi yaly, Styuart teoremasyndan peydalanyp medianany
tapmagyn formulasyny getirip ¢cykarmak ol diyen kyn dil. Ugburglugyn
bissektrisasyny tapmagyn formulasyny getirip ¢ykarmak kébir gogmaca
hasaplamalary gecirmekligi talap edyir. Ucburclugyn a tarapyna gegi-
rilen bissektrisanyn uzynlygyny tapmagyn formulasyny getirip ¢ykara-
lyfi. Onun ii¢in ilki bilen bissektrisanyn hésiyetini ulanyp, BD we CD
kesimleri kesgitldlin. Goy, m=BD=x bolsun. Onda n=CD=a—x bolar. AD
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bissektrisa BC tarapy AB we AC taraplara proporsional bolan boleklere

X_27X  px=ac-cx , x(b+c)=ac
c b
m=BD= )(:i,
b+c
2 2
n=CD= a— 8¢ _ 80 4o _b'mEcin—amn ;oo o

b+c b+c a
teoremasyndaky d kesim a tarapa gegirilen bissektrisa bolsun. Bu yag-

dayda m= ac we n= _ab bolar. Bu bahalary sonky formulada
b+c b+c

ornuna goyup a tarapa gegirilen bissektrisany tapmagyn formulasyny
getirip ¢ykararys:

ac , ab a ac-ab

b?. +c?. -a-
L2 b+c b+c (b+o)® _
a

_b%c(b+c)+c’b(b+c)—a’ch

B (b+c)> -
_bc(b® +chb+chb+c?—a®) be((b+c)® —a’)
B (b+c)? T (+c)?

=be+c+aXb+c—a)_ Izzbdb+c+aXb+c—a). BU

(b +c)? ¢ (b+c)?

denligin iki béleginden hem kok alyp, gézlenilydn formulany taparys:
L2 Jbcb +c+a)b+c—a)
T b+c '

Fransuz matematigi Zergon 1818-nji yylda su teoremany cap et-
diryar.
Teorema 17. Eger AD, BE, CF goni ¢yzyklar ABC iigburclugyn
icinddki O nokatda kesisyén bolsalar, onda
OD OE OF 1 we AO BO CO

—t—+—= — +—+— = 2 derlikler dogrudyr.
AD BE CF AD BE CF
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Subudy. ABC iigburglugyn BH; beyikligini we AOC tigburglugyn OH,
beyikligini indereliii. Bu tigburc¢luklaryn meydanlary olaryi beyikleri
yaly gatnasarlar. BEH; we OEH, goniiburgly iicbur¢luklar menzes bola-
ny ticin degisli katetleriii gatnasyklary
gipotenuzalaryn gatnagyklaryna dendir:
Swmoc _OH, _OE
Suec BH, BE’
Edil suna menzes asakdaky denlikleri alarys:
S S
—480C _ @; Swos _ OF g etmeli
Smec  AD Susc
birinji denligimizde meydanlaryn gatnasyklaryny ornuna goyup alarys:
oD 2L BUE OE oF OF SABOC + S aoc + S 0B _
AD BE CF Smec  Saec  Saasc

Sasoc T Saroc +Sanos _ Saasc

=1. Teoremanyn birinji bolegi subut
S nge S snge

edildi . Teoremanyn ikinji bolegini subut edyaris:

oD N OE OF AD-OD N BE -OE N CF -OF

PR _+__
AD BE CF AD BE CF
=1+1+1- ob OE+OF =3-1=2. S.E.S.
AD BE CF
Meseleler

1. ABC tigburclugyn AH beyikliginin tistiinde K nokat alnypdyr.

AB? — AC? =KB? — KC? deiiligi subut etmeli.

2. Islendik ABC ii¢burgluk tigin a = b cosC + ¢ cosB deiiligi subut
etmeli.

3. Islendik ABC ti¢burgluk tigin a(sinB — sinC) + b(sinC — sinA) +
+C(SinA — sinB)=0 denligi subut etmeli.

4. Taraplary 3, 4, 5 bolan goniibur¢ly iicburglugyn goéni burcunyn
bissektrisasynyn uzynlygyny tapmaly.

5. Merkezleri ABC ii¢burglugyn depelerinde yerlesen we her bir ikisi

jublit-jibiitden galtagyan 1lic sany towerek c¢yzylypdyr. Olaryn
radiuslarynyn p-a, p-b, p-c (a, b, ¢ tgburglugyn taraplary, p bolsa
yarym perimetri) bolyanlygyny subut etmeli.
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6. Islendik ABC iicburgluk t¢in abc=4pRr (a, b, c¢ icburclugyn
taraplary, p yarym perimetri, R we r dagyndan we iginden ¢yzylan
towereklerin radiuslary) denliginn dogrulygyny subut etmeli.
IY. Menelay teoremasy. Simson teoremasy. Lemuan
teoremasy. Dezarg teoremasy

Aleksandriyyaly Menelay 100-nji yyllarda yazan “Sferika” atly isin-
de sferik iigburclugyn kabir hdsiyetlerini ulanypdyr. Sunlukda ol tekiz
ticburgluklaryn muna menzes hasiyetini 6n belli zat hokmiinde kabul
edipdir. Sona gord-de indiki getirjek teoremamyz barada Menelayyi bu
isinden o6n hig bir yazgyda aydylmany ii¢in onia Menelay teoremasy
ady berilipdir.

Figurany kesip gecyédn goni ¢yzyga kesiji ya-da transwersal diyilyar.
Eger figura kopburglyk bolsa, transwersal figuranyn dinie tarapyny
dil-de, eysem onuni dowamyny hem kesip biler.

Teorema 18. Eger transwersal ABC ic¢burglugyn AB, BC, CA
taraplaryny ya-da olaryn dowamlaryny degislilikde C,, A;, B; nokatlarda
kesip gecydn bolsa, onda

AC, BA CB,

c,B AC BA
Subudy. Goy, ABC {igburglugyni taraplary ya-da olaryin dowamlary
C,A.B; transwersal bilen kesilen bolsun. ABC tigburglugyii tekizliginde
C,B, goni ¢yzygy geciryaris we ligburglugyn depelerinden B;C1A;
transwersala parallel bolan goni ¢yzyklary geciryéris.
Parallel goni ¢yzyklar bilen kesilen goni A 4

=1 deilik yerine yetyéandir.

B

cyzyklaryii kesimleri 6zara proporsional-
dyrlar. Su teorema gorda CC,, AA,, B,O Ci
we BB, 6zara parallel goni ¢yzyklaryn
arasyndaky goni ¢yzyklaryn kesimleri
Ozara proporsionaldyrlar. Suna layyklykda c »B
asakdaky denlikleri yazyp bileris: b :'Al !
AC, A0 BA B0 CB OC, s '
c,B OB,  AC 0OC, BA AO
Bu denliklerin sag boleklerini subut etmeli denligimizin ¢ep bdleginde
ornuna goyup alarys.

AC, BA CB, =1.S.ES.

c,B AC BA

Menelayyi bu teoremasyna ters teorema hem dogrudyr.

cC, A O B,
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Teorema 19. Eger C4, A;, B; nokatlar ABC tigburglugyn degislilikde
AB, BC, AC taraplarynda ya-da olaryin dowamlarynda yatyp,

AC, BA CB,;

C,B AC BA

nokatlar bir goni gyzygyn iistiinde yatyarlar.

=1 deilik yerine yetse, onda bu

subudyna mensesdir. Sona gora-de bu te@remany ozéasdak subut etmek
ticin hodiirleyéris.

Asakdaky getirjek teoremamyz 21-nji ﬁfore n etmek ti¢in
gerekdir.
Teorema 20. ABC tigburglugyni B dgsky buchmyn BD blssektrlsasy Ae-
cirilipdir. Onuni AC tarapyn dowa- . y

myny AD:DC=AB:BC yaly gatna-
sykda boélyandigini subut etmeli. K"
Subudy.
C we A depelerden BD goni ¢yzyga
CL we AK perpendikulyarlary inder-
yaris. D yiti burgy umumy bolany
iicin CDL we ADK goniiburgly tig-
burc¢luklar menzesdirler.
. NI AD AK
Bu iicburcluklaryn menzesliginden 0oL (1) denligi alarys.
BD bissektrisa bolany ii¢in ZEBL=/LBC we wertikal bur¢lar bolany
iicin ZEBL=Z/ABK. Bu yerden ZLBC=/ABK gelip ¢ykyar. Diymek,
yiti burglary deni bolany iigcin CLB we AKN goniiburcly iigburgluklar
meiizesdirler. Olaryii menzesliginden

&:E (2) denligi alarys. (1) we (2) denliklerden subut etmeli
CL CB B,
AD AB
deniligimiz gelip ¢ykyar: — =—. S.E
igimiz gelip ¢ykyar: cD_CB S

Teorema 21. Ugburcluguii dasky burclarynyii
bissektrisalarynyn ol burclaryn garsysyndaky
taraplaryin dowamlaryny kesisme nokatlary
bir goni ¢yzygyn listiinde yatyarlar. A
Subudy. A;, By, C; nokatlar ABC ii¢burglugyi C
taraplarynyii dowamlarynda yatyar. Diymek,ol

iic nokadyn bir goni ¢yzygyn Uistiinde yatyanlygyny subut etmek ii¢in

C

B
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BA CB;, AC,
AC B,A CB
Ugburglugyii dasky burglarynyii bissektrisalarynyi hésiyetine gori

BA _AB CB, _BC AG =A—C denlikleri alarys. Bu deilikle-

AlC AC’ B A~ AB’ C,B BC
rin sag boleklerini (3) denligin ¢ep boleginde ornuna goyup alarys:
BA CB, AC, AB BC AC _

AC BA C,B ~ AC AB BC

Menelay teoremasyna ters teorema gora A;, By, C; nokatlar bir goni
¢yzygyn lstlinde yatyarlar. L
Bu getyirjek teoremamyz hem 23-nji
teoremany subut etmek ticin gerekdir.
Teorema 22. Toweregin dasynda alnan L nokat-
dan ona LB galtagyan hem-de toweregi A we C
nokatlarda kesyén kesiji goni ¢yzyk gegirilen bolsa,
onda LB?=LCsLA denlik dogrudyr.
Subudy. I1lki bilen ZLBA=~/ACB bolyan-
dygyny gorkezelin. Iginden ¢yzylan ACB burg
AOB merkezi burgun yarysy bilen 6l¢elyanligi
iicin ZACB=0,5/A0B =/ZAOE=/BOE. /ZLBO= ZLBE+ZEBO=90°
we ZEBO+ZEOB=90° bolany li¢in Z/LBE=/EOB=/ACB gelip ¢ykyar.
Diymek, L burgy umumy we ZLBA=ZLCB bolany ii¢cin ALB we BLC
iicburcluklar menizesdirler. Bu ticburcluklarynn mefizesliginden

AL EZE deilikleri alarys. — LB =& deiilikden subut etmeli
LC LC LB

LB BC
LBZ—LC-LA denhglmlzl alarys.

=1(3) bolyanlygyny gorkezmek yeterlikdir.

LCLA=LF-LD
Teorema 23. Toweregin i¢inden ¢yzylan {i¢ g cpelerine geglrl—
len galtagyanlaryn, garsysyndaky taraplaryn KA o-

katlary bir goni ¢yzygyi iistiinde yatyarlar.
.. . clughs

depelerine gegirilen galtasyanlar bolsunlar. L, pislilikde
AC, AB, BC taraplarynt dowamlaryny bu B
galtagyanlaryn kesisme nokatlarydyr.

Bize L, N, K nokatlaryn bir goni ¢yzy-
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gyn iistiinde yatyanlygyny subut etmek
gerek. Bu nokatlaryn ABC ticburglugyn
taraplarynyin dowamlarynda yatyanlygy
ticin

AL CK BN

— - ————=1 derligiil dogruly-
LC KB NA ¢ e

o .. AL o
gyny subut etmek yeterlikdir. Munun iigin c gatnagyga seredelin.

AL AB LB
Subut eden 22-nji teoremamyza gordi — = — = — detilik dogrudyr.
! VA IR TBC T LC ST

Subut etmeli denligimizdéki birinji gatnasygy asakdaky yaly yazyarys:
AL AL LB (ABY
LC LB LC (B_C) '
Edil suna menzes subut etmeli denligimizdéki ikinji we ti¢iinji gatnasyk-
lary hem asakdaky yaly yazyarys:

%(&j ﬂ_(ﬁf
KB AB) " ND AC

Bu alnan gatnasyklary subut etmeli denilligimizde ornuna goyup alarys:

2 2 2
&.%.ﬂz[ﬁ [AC .(E _1.SES.
LC kKB NA (BC) (AB) (AC

Indiki getirjek teoremamyz Robert Simsonyn (1687-1768) ady bi-
len baglanysyklydyr. R.Simson geometriya we arifmetika ylymlaryna
diiypli gosant gosan alym hokmiinde tanalyar.

Teorema 24. Ugburglugyn dasyndan c¢yzylan toweregini islendik
nokadyndan onufi taraplaryna ya-da olaryn dowamlaryna inderilen
perpendikulyarlaryn esaslary bir goni ¢yzygyn iistiinde yatyar.

Subudy. ZMBC;=/MCB;. Sebibi ZMBC,+ZMBA=180° we
ZMCB;+2ZMBA=180°. Bu yiti burglaryn denliginden MBC; we MB,;C
goniiburgly ticburcluklaryn meiizesligi gelip ¢ykyar. Bu tigburcluklaryn
BC, _ CB, ya-da CB, _ MC 1)
MB MC C,B MB
gatnagygy alyarys. Sol bir MC duga
dayanyanlygy ticin MAB; we MBA;
icinden ¢yzylan burglar 6zara dendirler.
Bu yiti burglaryn deiiliginden MAB; we

meiizesliginden
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MBA; goniiburgly ligburgluklaryn men-
zesligi gelip ¢ykyar. Bu iicburcluklaryn

menzesliginden

BA, MB

—L1=-"" (2) gatna alarys.
B.A MA()g sygy alary

. Sol bir MB duga dayanyanlygy ii¢in

C,;AM we MCA; iginden ¢yzylan burglar 6zara dendirler. Bu yiti burgla-
ryn denliginden MAC; we MCA; goniiburgly iicburgluklaryin menzesligi
gelip ¢ykyar. Bu lU¢burgluklaryn menzesliginden

AC,
AC = II\\/I/I_C (3) gatnasygy alarys. (1), (2), (3) denliklerin cep we

sag boleklerini agzama- agza kopeldip alarys:
AC, BA CB, AC, BA CB, MC MB MA _

C,B AiC BA AC BA CB MB MA MC

Menelay teoremasyna ters teorema gord A;, B;, C; nokatlar bir goni
¢yzygyn listiinde yatyarlar. S.E.S.

A, Bi, C; nokatlaryn iisti bilen ge¢ydn goni ¢yzyga Simson goni
cyzygy diyilyir. Fransuz matematigi Lemuan bolsa Simson teorema-
synyii subudyndaky menzes goniibur¢ly tigburgluklaryn taraplarynyn
beyleki gatnasyklaryna iins berip, onuil teoremasynyn {istiini doldurdy.
Teorema 25. Toweregin islendik nokadyndan iginden ¢yzylan
iicburclugyn depelerine we ol depelerin garsysyndaky taraplara ¢enli
uzaklyklaryin kopeltmek hasyllary ol nokat {i¢in hemiselikdir, yagny
MA*MA;=MB+MB;=MC-MC;

Subudy. Simson teoremasynyi subudyndaky ¢yzgydan peydalanya-
rys. MBC; we MCB; goniiburgly ligburcluklaryn menzesliginden alarys:

M8 _ MC, ya-da MC,;*MC= MB;*MB (4).

MC MB,
MA;C we MC,;A goniiburcly ligburcluklaryn menzesliginden alarys:

Mc = MA, ya-da MC,;*MC= MA;*MA (5).

MA  MC,
(4) we (5) denlikleri denesdirip alarys:

MA*MA;=MB*MB,=MC-MC; S.ES.
Arhitektor Zerar Dezarg (1591-1661) 6z adyny goteryin asak-

daky teoremany formulirledi we ony Menelay teoremasyndan
peydalanyp subut etdi.
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Teorema 26. Eger ABC we A;B;C; iki ligburglugyn degisli depelerini
birikdirydn AA;, BB;, CC; goni ¢yzyklar sol bir O nokatda kesigyan
bolsalar, onda degisli taraplaryn dowamlarynyn kesisme nokatlary bir
g0ni ¢yzygyn Ustlinde yatyarlar.

Subudy.Goy, AB we A;B; taraplarynn dowamlarynyn kesisme nokady N,
BC we B;C; taraplarynyin dowamlarynyn kesigsme nokady L, AC we
A;C; taraplaryn dowamlarynyn kesisme

nokady M bolsun. L, M, N nokatlaryi N
bir gbni ¢yzygyn istiinde yatyanlygyny, :
LB MC NA . <
yagny — - —— - —— =1 denligi subut !
YA 1C MA NB & %

etmeli. e) A

OBC ticburglugyn taraplarynyn \
dowamlary LB,;C, transwersal bilen kesilende N

LB CC BO ) detilik alyngar. A

Edil suna menzeslikde OCA {igburglugyn taraplarynyn dowamlary
MC,A; transwersal OAB ii¢burglugyn taraplarynyi dowamlary bolsa
NA;B; transwersal bilen kesilende degislilikde
A CO B,B AO
MC A 1= =1 we M-L-Al—zl denlikler alynyar.
MA AO C,C NB B,O AA
Bu denliklerin ¢cep we sag boleklerini degislilikde agzama-agza kopeldip

darvs: LB CCi BIO MC AA CO NA BB AO_
¥ 1 co BB MA AO CC NB BO AA_

LB MC NA

LC MA NB
Subut etmek talap edilyén deinlik alyndy. Diymek, Menelay teorema-
syna ters teorema gord L, M we N nokatlar bir goni ¢yzygyi listiinde
yatyarlar. S.E.S.
Depelerini birikdiryén goni ¢yzyklar bir nokatda kesigydn tigburg-
luklara gomologiki iigburcluklar diyilyér.
Meseleler
1. S towerek S; we S, towereklere degislilikde A; we A, nokatlarda
galtagyar. AjA; goni cyzygyn S; we S, towereklere gecirilen umumy
dagky galtagyanlaryin ya-da umumy icki galtasyanlaryn kesisme
nokadynyn tistiinden gegyénligini subut etmeli.
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2. Bir goni ¢yzygyn lstlinde A;, B; we C; nokatlar, beyleki goni ¢yzy-
gyn tlstiinde bolsa A,, B, we C, nokatlar alynypdyr. A;B, we A,B; goni
¢yzyklar C nokatda, B;C, we B,C; goni ¢yzyklar A nokatda, C;A, we
C,A; goni gyzyklar B nokatda kesigyarler. A, B we C nokatlaryn bir goni
¢yzygyn listiinde yatyanlygyny subut etmeli.
3. Toweregin iginden ¢yzylan altyburclugyn garsylykly taraplary 6zara
parallel dil. Bu altyburclugyn garsylykly taraplarynyn kesisme nokatla-
rynyn bir goni ¢yzygyn iistiinde yatyanlygyny subut etmeli.
4. ABCD iginden ¢yzylan dortburglugyn AB we CD taraplarynyn do-
wamlarynyn kesisme nokadynyn, BC goni ¢yzygyn towerege D nokat-
da gegcirilen galtagyén bilen kesisme nokadynyn hem-de AD goni ¢yzy-
gyn towerege C nokatda gecirilen galtasyan bilen kesisme nokadynyn
bir goni ¢yzygyn tstiinde yatyanlygyny subut etmeli.
5. ABCD ig¢inden ¢yzylan doértburclugynn B we D depelerinde towerege
gecirilen galtasyanlaryn kesisme nokadynyn, AB we CD goni ¢yzykla-
ryn kesisme nokadynyn we AD we BC goni ¢yzyklaryn kesigsme noka-
dynyn bir géni ¢yzygyn iistiinde yatyanlygyny subut etmeli.
6. Ug toweregiii her bir ikisine gecirilen umumy dasky galtasyanlar
degislilikde A, B we C nokatlarda kesisyarler. A, B we C nokatlaryn bir
gbni ¢yzygyn Ustlinde yatyanlygyny subut etmeli.
7. Diirli taraply ticbur¢lugyn dasky burglarynyn bissektrisalarynyn gar-
sylykly taraplaryin dowamlaryny kesisme nokatlarynyn bir géni ¢yzygyn
iistiinde yatyanlygyny subut etmeli.
Y. Trapesiya baradaky 1-nji we 2-nji teoremalar.

Eyler teoremasy. Ptolomey teoremasy. Bretsneyder teoremasy

Teorema 27. (Trapesiya baradaky 1-nji teorema).Esaslary a we b

bolan trapesiyanyn gapdal tarapyny a esasdan hasaplananda m
n
B b C

gatnasykda bolydn we esasa
parallel kesimiii uzynlygy

WA
na-+mb formula boyunca rr/ \
m+n

A F a D

hasaplanylyar.
Subudy. CD gapdal tarapa parallel bolan BF kesimi gegiryaris.Onda
BC=KN=FD=b, AF=AD-FD=a-b bolar. Bize MK kesimin uzynlygyny
kesgitlemek galyar. Sebabi MN=KN+MK (1) deiilikde KN kesimin
uzynlygy belli, MK kesimin uzynlygy bolsa ndbelli. MBK we ABF
iicburcluklar menizesdir. Sebdbi olaryn B bur¢cy umumy we parallel AD
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we BC goni ¢yzyklary AB goni ¢yzyk kesip gegende alynyan degisli

burglar bolany iigin Z/BMK=/BAF. Bu ticbur¢luklaryin menzesliginden

AF _ AB gelip ¢ykyar. AB=m+n, MB=n bolyanlygyny g6z ¢niinde

MK MB

AF-MB (a-b)-n )

AB m+n '

MK kesimin bu bahasyny (1) denlikde ornuna goyup alarys:

a—b)n _bm+bn+an—bn an+bm

m+n m+n m+n
m=n bolanda bu trapesiya baradaky 1-nji teorema trapesiyanyn

orta ¢yzygy baradaky teoremany beryir. Muny gorkezelin:

na+mb_na+nb n(a+b) a+b

m+n n+n 2n 2

Teorema 28. (Trapesiya baradaky 2-nji teorema). Trapesiyanyn diago-

nallarynyn kesigsme nokadyny onun gapdal taraplarynyn dowamlarynyn

kesisme nokady bilen birikdirydn goni ¢yzyk trapesiyanyi esaslaryny

den yarpa bolyar.

Subudy. Wertikal burglar bolany iicin /NOC=/A0L. BC we AD

parallel goni ¢yzyklary AC goni ¢yzyk kesip gegende alynyan atanak

yatyan burglar bolany licin Z/NCO=/0AL. Diymek, NOC we LOA

tutup alyarys: MK=

MN=KN+MK=b+( S.E.S.

MN =

tigbur¢luklar menzesdirler. Olaryn menzesliginden K

AL LO
—— = —— gelip ¢ykyar. Edil yokardaky tigburg-

NG - No Zelip evky y ky tigburg N
luklaryn menizesligi yaly, LOD we NOB ii¢burg- B C
luklar hem menzesdirler. Bu menizeslikden
Lo & elip ¢ykyar. Bu iki gatna 1l sa

BN _NO gelip ¢yKyar. gatnagygyn sag A L D

i o .. AL LD ,
bolekleri dent bolany tigin e = BN ya-da ALeBN=NC-LD (1) alarys.

ALK we BNK ti¢burgluklar menizesdirler. Sebidbi K bur¢ umumy we
AL we BN parallel goni ¢yzyklary AK goni ¢yzyk kesip gecende alyn-
yan degisli burglar bolany iicin ZKBN=/KAL. KLA we KNB ii¢cburg-

luklaryn menzesliginden % = % denligi alarys.

33



Yokardaky iicburgluklaryi mefizesligi yaly, KLD we KNC

ticburgluklar hem menizesdirler. Bu menzeslikden II:I_C = % alarys.

Bu iki gatnasygyn sag bolekleri den bolany tigin % = % ya-da
AL*NC= BN-LD (2) derligi alarys.
(1) we (2) denliklerin ¢ep we sag boleklerini kdpeldip alarys:
AL*BN*AL*NC=NC°LD*BN-LD; AL*=<LD?; AL=LD.

Indi (1) denligin ¢ep bolegi bilen (2) denligin sag bolegini we(1)
denligin sag bolegi bilen (2) denligin ¢ep bolegini kopeldip alarys:
AL+BN* BNsLD= NC+LD+ AL*NC; NB>=NC? , NB=NC. S.E.S.

L.Eyler(1727-1783) 6z adyny goéterydn asakdaky ordn pey-daly
teoremany formulirledi we subut etdi.Matematikanyn diirli ugurlarynda
uly agyslar eden bu alym Sweysariyanyn Bazel sdhe-rinde diinya inyar.
Ol kop yyllap Orsyedin Sankt-Peterburg sdhe-rinde, Germaniyanyn
Berlin sdherinde yasayar we isleyar.

Teorema 29. ABC igburglugyn icinden we dasyndan g¢yzylan

towereklerit merkezleriniii arasyndaky d uzaklyk d =+R%—2Rr
formula boyunca hasaplanylyar. Bu yerde R-licburglugyn dagyndan,

r- bolsa iginden ¢yzylan towereklerin radiuslary.

Subudy. AO; bissektrisany dowam etdiryaris we onuil towerek bilen ke-
sisme nokadyny D bilen belgileyaris.
O we O; nokatlaryn iistiinden LM
diametri geciryaris. Kesisyan iki hor-
danyi boleklerinini kopeltmek hasyl-
lary deii bolany {i¢in \
L01-01M=A01-01D B ‘
denligi yazyarys. LO;= R-d we '
O;M= R+d bolyanlygyny g6z 6niinde
tutup alarys:

(R-d)(R+d)=A0;°0;D (1).

BO,D iicburglugyn denyanly iigburcluk-
dygyny gorkezelin. BO; goni ¢yzyk B burgun A

bissektrisasy, AO; goni ¢yzyk bolsa A burgun bissektrisasy. Onda ABO;
ZA+ /B

iicburclugyn dasky burgy bolany {i¢cin Z/BO;D=
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£0,BD=£0,BC +£CBD bolyanlygyna goz yetirmek kyn dildir. Sol
bir DC duga dayanyanlygy tigin LCBD=LCAD=%A . 0;BC bur¢ hem

B burgun yarysyna dendir. Onda £O,BD = # . Diymek, iki
burgy Ozara den bolany iigin BO;D iicburgluk denyanlydyr, yagny
BD=DO;.
Ozara deit BD we DC dugalary dartyan hordalar hokmiinde BD we

DC kesimler hem 6zara dendirler. BD=DO; we BD=DC derliklerden
0,D=DC gelip ¢ykyar.

D we O nokatlaryn tistiinden diametr geciryéris we onun towerek
bilen kesisme nokadyny A’ bilen belgileyaris. Sol bir CD duga dayan-

yanlygy ii¢in 4DAC=ZDAC’=%A bolar. DA’ diametr bolany ii¢in

DCA'’ iicburgluk C burgy goni bolan goniiburgly tigburglukdyr. Diymek,

%:sinéDACf:sinLDAC. DA'=2R bolyanlygyny g6z diiinde tutup

alarys: DO;=CD=sinZDAC*2R (2).

L=sin4DAC : AOF; 3).

AOQ, sin ZDAC
(2) we (3) deiilikleri (1) detilikde ornuna goyup alarys:
R2-d?=A0,+0;D=sin/DAC*2Rs ———=2Rr. Bu jerden subut et-

sin ZDAC

meli denligimizi alarys: d=+R? —2Rr.S.E.S.
Teorema 30. (Ptolomey). I¢inden ¢yzylan dortburglugynn garsylykly
taraplarynyin kopeltmek hasyllarynyii jemi olarynn diagonallarynyi ko-
peltmek hasylyna dendir.
Subudy. CD s6hlénin iistinde ADO burga deni bolan CDK burgy alyp
goyyarys. ABD we CDK iicburgluklar menzesdirler. Sebébi sol bir AD

duga dayanyanlygy iicin ZABD=/KCD we gurlusy boyunca

/BDA=/CDK. Bu ii¢cburgluklaryn menzes- B
- CK AB ,
liginden — =— va-da

CD BD

CK+BD=AB+CD (1) denligi alarys.
AKD we BDC tigburcluklar menzesdirler.

Sebébi sol bir CD duga dayanyanlygy li¢in
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/KAD=/CBD, Z/ADK=/ADO+~/0DK
we ZCDB= ZCDK+£0DK bolyanlygy ti¢in
Z/ADK=/CDB.Bu tigbur¢luklaryin menzesliginden

% = % ya-da AK<BD=AD-<BC (2)deiligi alarys. (1) we (2) denlik-
lerin ¢ep we sag boleklerini degislilikde agzama-agza gosyp alarys:

CK<BD+AK+BD=AB+*CD+AD*BC;
BD(CK+AK)=AB*CD+AD*BC; BD*AC=AB*CD+AD+*BC. S.E.S.

Ptolomeyin bu teoremasy mekdep kursuna degisli kop meselelerin
¢ozilisini yenillesdiryar. Eger mesele ¢oziilydn dowriinde dasyndan
towerek cyzyp bolyan, yagny garsylykly burglarynyn jemi 180° den
bolan dortburgluk bilen ig salysylyan bolsa, onda ol me-seldni ¢é6zmekde
Ptolomey teoremasyny iistiinlikli peydalanyp bolar. Aydylanlara mysal
hokmiinde, asakdaky meseldnin Ptolomey teoremasyny ulanman we ony
ulanyp ¢oziilislerine seredelin.

Mesele. Katetleri a we b bolan goniiburgly tichurglugyn gipotenuzasy
tarap hokmiinde alnyp, ticbur¢lugyn das yanyndan kwadrat ¢yzylypdyr.
Kwadratyn diagonallarynyn kesisme nokadyndan ticbur¢lugyn goni
burgunyn depesine ¢enli uzaklygy tapmaly.

Coziilisi 1. Meselini Ptolomey teoremasyny
ulanman ¢ozyiris:

A
AB=BD=DE=AE=+/a® +b? :
AD=BE=+ AB? + BD> =\/2(a2 +b?); b D
2 2
Ao=Bo=o,5AD=,/ﬂ . /\
2 C a B

/OAB=45° we cos/CAB= 2+ /CAB=arccos

b
va? +b? va? +b?
bolyanlygyny g6z 6niinde tutyarys hem-de kosinuslar teoremasyny ula-
nyp, AOC {iigburclugyn OC tarapyny kesgitleyaris:
OC’*=AC*+0A’-2AC*0OA+cos /OAC=

2
2 2 2 2
=b*+ ]/ a’+h obe |2 F b *COs (450 + arccosL] =
2 2 va? +b?
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2 2 2 2 2
2, tb? L [a’+b N2[ b /1_ 2|o _|-
2 2 2 1}a2+b2 a +b

2 2
—p? 2P —b-\/a2+b2-( b ___a J:
2 Ja2+b?  Ja? +b?
a2+b2_bm_a)_a2+b2+2a_(a+bf_
2 2

,_(@+b)? . |@+b)? . _a+b 2
0C’= > ; OC= > ,co_\/i_z(am).

Gorniisi yaly, meseldnin ¢oziilis1 yterlik derejede ¢ylsyrymly we uzyn
bolup, ol yeterlik derejede kdp zdhmeti talap etdi.
2. Indi meseldni Ptolomey teoremasyny ulanyp ¢ozyéaris. ACBO
dortburgluga seredelin. Bu dortburglukda ZC+20= 90°+90°=180° bo-
lany ti¢in onun dasyndan towerek ¢yzyp bolar. Diymek, bu dortburgluk
iicin Ptolomey teoremasyny ulanmak miimkin.

CO-AB=AC-OB+AOQ-CB.
Bu derilikden CO-ny kesgitleyaris. Sunlukda AO=0B bolyanlygyny

2 2
we AO= |2 ;b . AB= a2 +b? ; AC=b:CB=a defilikleri gbz diiiin-

de tutyarys.

a? +b?
2 @)
coAC-0B+A0-CB_AO-(AC+CB) _\ 2 B

AB AB [22 +p2
-1 V2

N (a+b)= 72 (a+b). Gorniisi yaly, Ptolomey teoremasyny

ulanmak ¢ylsyrymly hasaplamalary gegirmekden halas etdi.
Bretsneyderin adyny goterydn indiki getirjek teoremamyza

dortburgluklar {i¢in kosinuslar teoremasy hem diyilyar.

Teorema 31. a, b, ¢, d- ABCD dortburglugyn taraplary, d; we d, onufi

diagonallary bolsa, onda diagonallar we taraplar iigin

(d1d,)*=(ac)’+(bd)*-2abcdscos(A+C) deiilik dogrudyr. A

=b? +

Subudy. 3
CD tarapyn das yanynda ABC ii¢burcluga d d;
meiizes bolan CFD {igburclugy guryarys: D d; B
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Sunlukda, ol tighur¢clugy /CAB=/DCE
we ZACB=Z/EDC bolar yaly edip guryarys.
CB tarapyn das yanynda CDA {igburgluga
meiizes bolan CEB {igburclugy guryarys.
Sunlukda, ol tigbur¢lugy «DAC=/ECB, ZDCA=ZCBE bolar yaly edip
guryarys. ABC we CFD ii¢cbur¢luklaryi meiizesliginden
FC AB , AB-CD a-c

—=—ya-da FC= =—— deiligi alarys.Yene-de su tic-
cO AC” AC g, ey s

FD CB CB-CD b-c
burcluklaryii menizesliginden — = — va-da FD = =—
Hreicaryn SHEE CD AC Y AC d,

(1) denligi alarys.
CDA we CEB ti¢bur¢luklaryii mefizesliginden CE _AD va-da
’ BN cB Tac
- A[,)A\.CCB - dd' " denligi alarys. Yene-de su iicburcluklaryfi men-
1

. BE CD , CD-BC b-c
zesliginden 5C - AC ya-da BE AC d, (2) denligi alarys.
Diymek, (1) we (2) denlikleri denesdirip, FD=BE bolyanlygyna g6z
yetireris.

Indi FDB we DBE burglaryii jeminifi 180° defiligini gorkezeliii.
/FDB+/DBE=/FDC+~/CDB+~/DBC+~/CBE; /FDC=/BCA we
ZCBE=«DCA bolyanlygyny goz oniinde tutup alarys:
/FDC+«CDB+4DBC+~ZCBE=/BCA+£CDB+/DBC+/DCA=
=/CDB+«£DBC+/£DCB=180° (igburglugyn burglarynyni jemi 180°
dent). Diymek, FD we BE goni ¢yzyklary tigiinji BD goni cyzyk kesip
gecende alynyan FDB we DBE birtaraplayyn burglaryii jemi 180° den
bolany ticin FD we BE goni ¢yzyklar 6zara paralleldirler. Belli bolsy
yaly, eger dortburglugyn garsylykly iki tarapy dent we parallel bolsa,
onda ol dortburcluk parallelogramdyr. Diymek, FDBE dortburcluk
parallelogram. Onda DB=FE=d,.

/FCE=/FCD+~/DCB+~/BCE=/CAB+/DCB+/DAC=
=/DAB+/DCB.
FEC ti¢burgluk ii¢in kosinuslar teoremasyny ulanyarys:
FE’=FC*+CE’-2FC+CE*cos L/FCE=
= FC*+CE?-2FC+CE-cos(~DAB+~/DCB)

CE
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d:by2 _p.8¢ 4D DAB+ /DCB);

d2 =& %2 (2
2 =( 0, )" +( Q. ) 1
(d12d,)*=(a*c)*+(d=b)*-2abcdscos(<DAB+./DCB). S.E.S.
/DAB+/DCB=180° bolanda ABCD dortburglugyin dasyndan téwerek
¢yzyp bolyar. cos180°= —1 bolyanlygyny goz oniinde tutsak Bretsney-
derin teoremasy Ptolomeyin teoremasyny berer:
(diodo)’=(asc)’+(d*b)*-2abcde(-1);  (diodr)*=(asc)*+(d+b)*+2abcd;
(d1°d2)2=(a°c+b°d)2; died,=aect+bed.
Meseleler

1. ABCD iginden ¢gyzylan dortburgluk. AC - AB-AD+CB-CD
BD BA-BC+DA-DC

denligi subut etmeli.
2. ABCD kwadratyn dasyndan ¢yzylan toweregini CD dugasynyn

iistiinde P nokat alnypdyr. PA+ PC = J2PB denligi subut etmeli.
3. ABCD parallelogram berilipdir. A nokadyn stiinden gegyén towerek
AB, AC we AD kesimleri degislilikde P, Q we R nokatlarda kesyar.
AP*AB+AR*AD=AQ*AC denligi subut etmeli.
4. ABC iginden ¢yzylan lighurglugyn A burgunyn bissektrisasy toweregi
D nokatda kesyir. AB+AC< 2 AD deiisizligi subut etmeli.
5. Eger defiyanly trapesiyanyin gapdal tarapy a, esaslary b we c,
diagonaly d def bolsa, d*=a?+bc deiiligi subut etmeli.
6. Eger P nokat, dentaraply ABC iigbur¢lugyn dasyndan ¢yzylan towere-
gin AB dugasyna degisli bolsa, onda PA+PB=PC deiiliginn dogrudygyny
subut etmeli.
7. Eger P nokat, deniyanly ABC tigburclugyn (AC=BC) dasyndan
. . - PA+PB AB

¢yzylan toweregiin AB dugasyna degisli bolsa, onda — = —

PC AC
denligiii dogrudygyny subut etmeli.
8. Eger P nokat, ABCD kwadratyn dagyndan ¢yzylan toweregin AB

- PA+PC PD , .. ..

dugasyna degisli bolsa, onda 5B+ PD . PC deiiliginn dogrudygyny
subut etmeli.
9. Eger P nokat, ABCDE dogry basburglugyn dasyndan ¢gyzylan
toweregin AB dugasyna degisli bolsa, onda PA+PB+PD=PC+PE
denligiin dogrudygyny subut etmeli.
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10. Eger P nokat, ABCDEF dogry altyburglugyn dasyndan ¢yzylan
toweregin AB dugasyna degisli bolsa, onda PD +PE =PA+PB+PC+PF
denligin dogrudygyny subut etmeli.
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