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GIRIS

Kompyuter tehnologiyasy — i yas ugurlaryl biridir. Kompyuter tehnologiyasynyi
Ostis taryhy beylekilere garanda kin bir uly dowri alyan dildir — 40-50 yyl. Kompyuter
tehnologiyasy, tehnikasy diyen adalgalar bolsa ondan hem yasdyr. Bilisimiz yaly, ilkibasda
elektron-hasaplayys masyn, hasaplayys tehnikasy diyen adalgalar ulanylardy. 20 yyldan bari
bolsa EHM diylen adalga yuwas-yuwasdan yitip kompyuter adalga 6z 6rnuny berdi,
tehnika bolsa onkiiler yaly hasaplayys ddlde kompyuter tehnikasy diylip atlandyrylyar.

Kompyuter tehnologiyasy yas bolmak bilen, diinydde 6nidebaryjy ugurlaryn biri
bolup duryar. Hézirki wagtda habarlar-aragatnasyk tehnologiyalaryn yokary depginde
osyindigi barada aydylyar. Oyjiikli telefon aragatnasygyi, maglumat tehnologiyalaryn
O0smegi muia subut bolup duryar. Sol tehnologiyalarynn diiziimine gufilayyn seredilen
mahalynda olaryin kompyuter ugruna esaslanyandygyna goz yetirmek bolyar.

Oz gezeginde, kompyuterler 6z diiziiminde tehnikanyi basga ugurlarynyi sonky
derejelerini jemldndir. Bu bolsa onun bilen islemegi difie yenilletmén, eysem amatly
edip goyyar.

Tiirkmenistan diinyd Osiisinin gapdalynda durman, kompyuter tehnologiyalaryi
sofiky gazananlaryny ulanmaklyga ymtylyar. Yurdumyzda oidebaryjy tehnologiyalary
owrenmeklik boyunca uly isler alnyp barylyar. Sol islerde Hormatly Prezidentimiziii
yardam bermegi olaryfi tiz depginde amala asmagyny iipjiin edyir. Yurdumyzyi
Bastutany 6z gymmatly wagtyny tygsytlaman diinyénin Osiisinddki ymtylyslara {ins
berydar we olaryn has netijelilerini dowletimizde gerekli ugurlarda ornasdyrylmagyna
yardam beryar.

Téaze galkynyslar zamanasynda yurdumyzda islendik pudagyn oOniinde téze
meseleler goyuldy. Sol meseleleri istiinlikli ¢ozmek {icin dine bir tehnologiyalar
yeterlikli dél. Sol tehnologiyalary ulanyp biljek yokary derejeli hiindrmenler zerur.

Kompyuter tehnologiyalary 6z diiziimine birnd¢e ugurlary we dersleri alyar.
Olara umuman aydanynda maksatnama diizme, multimediya tilsimatlary, grafika we
bezeg isleri, tory dolandyrma, amallar ulgamy we maksatnama {ipjiin¢iligi, kompyuterin
icki gurlusy we s.m. degisli etmek bolyar.

Kompyuterler bir wagtyni i¢inde birndce amallary yerine yetiryarler. Mysal iigin
sol bir wagtynl i¢inde ol ¢ylsyrymly hasap isleri, cap etmegi, ses ¢ykarmagy, fayllar
bilen islemekligi we s.m. amala asyryp bilyir.

Hazirki wagtda kompyuterler oniimgiligint islendik pudagynda ginden yayrandyr.
Sonun ti¢gin hem hasaplayys tehnikasy bilen tanyslyk talyplaryn haysy hiindr boyunca
bilim alyanlygyna garamazdan éwrenilyaér.

Yokarda aydysymyz yaly Tdze Galkynys zamanasy tize talaplary bildiryar. Her
bir hiindrin 6z ayratynlygy bar hem bolsa, onunn kompyuter tehnikasy bilen is salysyan
meseleleri hokman bardyr.



Koplukler teoriyasy. Kopliiklerin iistiinde gecirilyin amallar.

Kopliikler biz uly A, B ... harplary bilen olaryn elementlerini kigi a, b, ...
belgilaris. a®A (A»a) - su yazgy a element A kopliige degislidir diyen tassyklama
simwoliki a3A (A»a) gorniisinde yazylyar.

Eger-de A kopliigi emele getiryan elementlerin ahlisi B koplige-de giryan bolsa
onda A kopliige B kopligin bolek kopliigi diyilyar we . bos kopliigi ¢ belgileyaris.

Goy A we B kopliikler erkin kopliikler erkin kopliikler bolsun. Olaryn jemi ya-da
birlesmesi diyip A we B kopliiklerin elementlerin bolmanda birine degisli bolan
elementlerin jeminden diiziilen kopliige aydylyar.

C=AUB A B

A we B kopliiklerin kesismesi diyip hem B koliige degisli elementlerin ahlisinden
diiziilen kopliige aydarys ANB .

C=ANB A B

koplikler gosmak we kesismesini almak amallary 6z kesgitlemeleri
boyunga kommutatiwdirler we assiasiwdirler, yagny,

AUB =BUA; (AUB)UC = AU(BUC)
ANB=BNA; (ANB)NC=AN(BNC)

Mundan basgada olar 6z aralarynda distributiwlik gatnasyklary bilen
baglanysyklydyrlar.
(AUB)NC = (ANCU(BNC) (1)
(ANB)UC = (AUC)"(BUC) (2)
Hakykatdanam (1) denligi barlap gorelin.
Goy X element bir denligin ¢ep tarapyna degisli_bolsun.

X €E(AUB)NC X€C X€ AUB

Bu bolsa X elementin C kopliige we mundan basgada A ya-da B kopliiklerin in

Onda X element ANC we BNC  kopliiklerin in bolmanda birine degislidir.
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Yagny (1) denligiti sag tarapynda degislidir.
Tersine goy:
X € (ANCUMBNC) onda
X € ANC ya-da X €BNC
onda X€C we X element A ya-da B kopliige degislidir yagny, X €AUB, seylelikde
X €(AUB)NC.(1) denlik subut edildi. Edil sol yaly (2) denlik barlanyar.
A we B kopligin tapawudy diyilip (A B A/B) A kopliikdaki B kopliige degisli
elementlerin toplumyna aydylyar.
A we B iki kopliigin simmetriki tapawudy A/B we B/A tapawutlaryn jemi yaly
kesgitlenyar. AAB= (A/B)U(B/A)
A C

Goy S esasy kopliik, A kopliik bolsa S kopliigin bolek kopliigi bolsun S/A tapawut A
kopliigin doldurgyjy diyip atlandyrylyar.
1 Jeminl dolduryjysy doldurgyclaryn kesismesine den.
S/U A =N (S/Ay) (3)

2.Kesismanin doldurgyjy doldurgye¢laryii jemine den.
S/NA,=U(S/A,) (4)

Goy X€S/U, A, bu bolsa X elementin X U, A, gorkezyir, yagny A,

kopliikleriniii hir birinin degisli dildigini aiilladyar. Seylelikde X element her bir S/A
a doldurgyja degislidir we sonun tiginem kopliikklerinin hir birinin degisli déldigini
anladyar. Seylelikde X element her bir S/A doldurgyja degislidir we sonun iiginem
X €N{S/A,) Goy X EN(S/A,)

kopliiklerinifi hi¢ birine girmeyir, yagny X element U A , degisli déldir.
Seylelikde
X E€SUA,

'3

Tiikenikli we tiikeniksiz kopliikler.
Hasaply we hasapsyz kopliikler. Tiikeniksiz kopliiklerin i¢inde it yonekey natural
sanlaryn kopligidir.

Elementlerini natural sanlaryni dhlisi bilen 6zara bir bahaly degislilikde goyup bolyan
islendik kopliige hasaply kopliik diyilyar. Basgagca aydylanda hasaply koplik bu
clementlerini  tiikeniksiz @4,@,,...0,, ... yzygidelilikde nomerldp (belgildp) bolyan
kopliikdir.

Mysallar.

Ahli bitin sanlaryi kopliigi 0-1 + 1-22... n<0 bolanda [2n]<>n

Eger-de n+O bolsa 20+l<n
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2) Ahli jiibiit sanlaryi kopliigi n<>2n

3)2,4,8,16.n-2n

4) Ahli rasional sanlaryi kopliigi hasaply p/q

Her bir rasional san a = p/q, ¢>0 gysgadylmayan drop goérniisinde bir bahaly
yazylyar [p]+q jemi o rasional sanyn beyikligi diyip atlandyralyn

1 Beyiklige dine 0/1 eyedir

2 Beyiklige 1/1,-1/-1

3 Beyiklige 2/1, 1/2, -2/1, -1/2 we s.m eyedirler.

Ahli rasional sanlary beyikliklerifi artyan tertibi boyunca nomerleyiris.Yagny bir
beyiklige eye bolan sanlary, sofira iki beyiklige bolan sanlary we s.m. Sunlukda islendik
rasional san kabir nomere eye bolyar.

Yagny #hli natural sanlar we rasional sanlaryn arasynda olara bir bahany degislilik
yola goyular.

Hasaply bolmadyk tiikeniksiz kolpliige hasapsyz kopliik diyilyér.

Hasaply kopluklerin kabir hasiyetleri.

1) Hasaply kopliigiini islendik bolek kopliigi tiikenikli ya-da hasaplydyr. Goy A
hasaply kopliik B bolsa onuni bolek kdpliigi bolsun.

A Qy,05,.. 0y, ...

Goy &n1,@n2, -~ g0l elementlerin igindaki B kopliige degisli elementler bolsun.

Eger ™1 Mz . sanlaryn arasynda it ulysy bar bolsa onda B kopliik tiikeniksiz
kopliik, bolmasa hasaply kopliik.

2)Hasaply kopliiklerin islendik tiikenikli, ya-da hasaply kopliiginin jemi, yene-de

hasaply kopliikdir-

Goy A;,4,, ... tikeniksiz koplikl bolsun.

Ay, A, .. kopliiklerin ~ @hli elementleri indiki tiikeniksiz tablisa goOrniisinde
yazmak miimKkin.

\l dl] dj2  dj3 diq A di) »_vl’j il;,:__’ily.

« v
4 ’\“,‘/33.;

.’\'_' a2 ay» an ars :'\3 a2 d» ap:
.~\j.- a3y ds2  djis diy Ax d \1/"& 312 a3l diy
s
B
.-\, aa dy>  an aiy ,'\; aq dy2 dqa a44

3)Islendik tiikeniksiz kopliik hasaply kopliigi 6z icinde saklayar.

Kopliklerin ekwiwalentlikligi. Kesgitleme : Eger-de M we N ilki kopligin
elementlerinn arasynda Ozara bir bahaly degisliligi goyup bolyan bolsa, onda M we N
kopliiklere ekwiwalent (M we N) kopliler diyilydr. Natural sanlaryin kopliigine
ekwiwalent bolan kopliige hasaply kopliik diyilyér.

Mysal: islendik iki [a,b] we [c,d] kesimddki nokatlara kopliigi ekwiwalentdir.



—

Hakyky sanlaryn kopliigin hasapsyzlygy.
0 bilen 1 arasynda yerlesyan hakyky sanlaryn kopliigi hasapsyzdyr.

Matematiki logika.

Logiki amallar.

Pikir aytma diyip ¢yndygyny ya-da yalandygyny (yone ikisitiem bir wagtda dal)

aydyp bolyan s6zleme diisimdiryar.

Mysallar:

1 Asgabat - Tlirkmenistanyn paytagty.

2. Iki tigden uly.

3. Men yalangy.

lkinji iki s6zlem pikir aytma bolup hyzmat edyar olaryn 1-nji ¢yn, 2-nji yalan, 3-
nji s6zlem pikir aytma bolup bilmeyar.

Goy bu s6zlem ¢yn bolsun onda onun manysynda ol yalan bolmaly bolyar yaly bu

s6zlemin yalandygyny onun ¢ynlygy gelip ¢ykyar.

A,B,C... uly harplary bilen (latiil) olarynn manylaryity ¢ynlygyny we yalandygyny
Iwe O sifirler bilen belgiliris. Goy A we B iki sany erkin pikir aytma berlen bolsun.

DAAB anlatma anlatma dine A we B ikisem ¢yn bolanda ¢yn bolyan anlatmany
anladyar seyle pikir aytma A we B pikir aytmalaryn konyuksiyasy diyilydr. su A
simwol konyuksiya diyilydn amaly anladyar. Adaty geplesikli bu amaly pikir
aytmalaryny "we" baglayjysy layyk gelyir.

2) AVB Anlatma hacanda A ya-da pikir aytmalaryil i1 bolmanda biri ¢yn
bolanda, ¢yn bolyan pikiri aytmalary anladyar. Seyle pikir aytma A we B pikir
layyk gelyér.

3) A—B anlatma haganda A ¢yn bolup B yalan bolanda, sonda we dinie sonda
yvalan bolyan pikiri aytmany anladyar. Seyle pikir aytma A we B pikir aytmalaryn

''''''
''''''

nn

pikir aytmalaryn " eger" ,"onda" baglayjysy layyk gelyir.

4) A~B anlatma hacanda A we B pikir aytmalaryn ikiside yalan bolanda
sonda we dine sonda ¢yn bolyan pikir aytmany anladyar. Seyle aytma A we B piker
aytmlaryn ekwiwalentligi diyilyar.

~ ekwiwalentlik amaly anladyar. Adaty geplesikde bu amala pikir aytmalary
"sonda we dine sonda" "haganda" baglayjysy layyk gelyar.
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5) A' aillatma A yalan bolanda ¢yn bolan we A ¢yn bolanda yalan bolan piker
aytmany anladyar. Seyle pikir aytma A pikir aytmanyn inkar etmesi diyilyér.

Harpyn tstiinddki ¢yzyk inkdr etme diyen amaly anladyar. Adaty geplesikde bu
amala "dal" bolegint kdmegi bilen tdze pikir aytmanyn emele getirilmesi layyk gelyar.

Eger A,B,C ... erkin pikir aytmalara 1 we 0 bahalaryn birini kabul edyén ululyklar
hokiimiinde garalsa, onda olara konyunksiya dezyunksiya implikasiya, ekwiwalentlik
we inkdr etme amallaryny ulanyp tize cylsyrymly pikir aytmany almak miimkin.

(AVBIAC)> A= B

anlatma dezyunksiya, konyunksiya inkdr etme impleksasiya amallaryny ulanmak
bilen A,B,C pikir aytmalardan diiziilen ¢ylsyrymly pikir aytma bolup duryar. Eger A
yalan pikir aytma bolup, B ¢yn we C yalan diysek onda logiki amallaryn kesgitlemelri
boyunga bu pikir aytma.

X Y [XAY XVY _ [X=Y  [X-Y | X
0 0 | 0 0 I [ 1 | l
0 1 | 0 | 1 j 0 I |
|

| | 0 ()
] +

—
-~
-

1). X' denderejeli X

2).XAY =YAX
NAXAMAZ = XA(YAX)
4 XVY =YVX

S)AXVY)IVZ = XV(YVX)

O)XAYVZ)=(XAY(XYAZ)
NXV(YAZ) = (XVYIA(XTY)

8).47F = XAT
NXAY = XVY
10).XVY =X
1DXAX =X

Bul funksiyalary.

Her biri 0 we 1,2 bahany alyp bilyan liytgeyan ululyklara bagly bolan kem 0 we
1,2 bahany kabul edyén f (X1 X Xn-1, Xn) Bulun funksiyasy giryar.

Kesgitlemeden gornusi yaly Bul we funksiyanyi kesgitlemesi oblasty bolup 0 we 1
diiziilen "n" belgili yygymlary miimkin bolan toplumyna jemi hyzmat edyéar. Bu
funksiyanyn 0zilini bermek ii¢cin bolsa funksiya sol yygymlaryn her birine degisli kabul
eden bahalaryny gorkezmek yeterliklidir.

\ \_‘ \«-\n’ R T(\ s Xdees e Xy | .\,.J
0 O o s 0 0 £(0.0.....0.0)
0 0 0 ...... 0 ] £(0.0.....0.1)
1 I ksl 0 f£(1.:}5:1,0)
1 ] | | ety ] 1 £l 1.....1..1)



Tablisada yygymlar standart (tebigi) tertipde yerlesdirilen.
o=(0 0y Oy OE (0:1)
Her bir o yygyma N = 0,2"'+.,,.0,.1 240, (0.0....,0,0): (0.0....0,1);....(1.1,...1,1)
yygymlara 0,1,...,2°-1 sanlar degisli bolyarlar.

Yygymlaryii 6ziine degisli sanlaryin artyan tertibinde Verlesmegi tebigi tertib
bolyar. 0 we 1 diiziilen "n" 6l¢egli yygymlarynh sanynyii jemleri 2,-1 bolyandygyny
gérmek bolyandyr.

Eger "n" Y1, Ya,....X, Uytgeyénleri funksirlesek, onda bu iitgeyén ululyklaryn diirli
funksiyalary diirli tablisalaryni {isti bilen berilyén, ol tablisalaryl sany bolsa X1, Xj,...,
Xn liytgeyén ululykly funksiyalaryii hemme sanyna den diirli tablisalaryi sa siituninin
bahalary bilen tapawutlanyandyklary ti¢in.

Indiki tassyklama dogrydyr. Xi, Xz,..., X, iiytgeyan ululykly bu funksiyalaryn

sany.

Uytgeyinlerifi sanynyin artamagy bilen bu funksiyalaryfi sany calt artyar we bu
funksiyalary beryén tablisalar ¢ylsyrymlasyarlar.

Bu funksyanyn berilsinii basga usulyna seredelin. "Elementar" funksiyalar

''''''

X WX X Y Yi(X)
0 0 0 \ ] 1
1 0 1 0 | 1

Y1 (X) we Y4 (X) funksiyalar 0 we 1 hemiselikleri beryarler.
Y2 (X) funksiya X tiytgeyédn ululyk bilen gabat gelyir.
Y3 (X) X iiytgeyan ululygyn kabul edyédn bahasyna garsylykly bahany kabul edyar.

------

| X y\: L[| |6 | fa I fs | fo | £2 | £ | fo | fio i fiz | fiz fl4 fis

olololololololololol1t [ v T 1 [ 11 1 1

tfoJoloflolo 1]l

|
(1 JoJofofJ1l1]ofo]1

it [tJofrfofltf[of1folt1]o] 1 0 | 1 0 [1] 0

f1 we fi funksiyalar O we 1 hemiselikleri beryérler bu funksiyalar hig bir iiytgeyén
ululyklara bagly dildirler. f1, fg, f,, f13 funksiyalar difie bir Giytgeyan ululyga baglydyr.

Olaryn fi = Xq, =Xz, f1=X"3, fiz=X"1 bolyandygyny kyn dildir. Galan
funksiyalar iki {itgeydn ululyga baglydyr f, konyunsiyada ya-da logiki kopeltmek
goyulmayar Fg dezyunsiya ya-da logiki gogsmak diyilyar.

Fg —X1v X,

f10 funsiya ekiwalentlik diyilyar X;~X;

f7 iki modul boyunga jem X;3[] X2, X1+X; (mod 2)

fiy, 14 impliasiya

Xo—X1 we X1—XoXo

f15 sifferin strihi X1/X;

Fo Pirsin strelkasy Xi/X;



''''''

Elementar funksiyalaryn hisiyeti.

1. Konyunksiya dezyunksiya we 2 modul boyunc¢a jem assosiatiwlik hasiyetine
eyedirler. Bu hasiyet bolsa skobkalry ulanmazlyga we

A \1 = \1\3 \‘ V\ == \‘\ \~ \\,n
=1 1=
belgileri ulanmaga miimkingilik beryar.
AT 0 = X X VX, = X e X,

hem-de
X=X
3. Xe X=X
4.XVX =X
5XeX =0
6.XVX =1
T Xe(O=0
8 Xel=X
9.X1V0=X
10.XV1=1
Teorema I:

Erkin f (X1, Xz,...Xn)bu funksiyany

alll 1

“dv(\l_ (’S‘})
(Xis Xza--2%0) —V

000 TR B )
Formada bermek mtimkin. Bu yerde ot €{e;1}
(0 |
Xi=X; Xi=Xi, v=(v102..0)
hem-de dizyunksiya 0 we 1 diiziilen n 6l¢egli yygymlaryn hemmesinden alynyar.
Q) denligin ¢ep we sag taraplarynyn deii bolyandygyny gorkezelin erkin
a=(ai az,...,an) yygymy (1) denlikde goyalyn.
Bu yerde a €{0;1 }¢ep tarapyndan alarys, sag tarapyndan bolsa f(al, a,...a,)

5(1+1...n)

Vv

So(1+1...n)

f (00 0n) 0 6601 0= (0.0, 0e 0 6y 02, O g =

=1 (0, 0, 03, 04, Otp) ,_
bolyandygy konyunksiya edezyunksiyanyfi hisiyetinden hem-de X°=1 denligin
X=0 we dine sonda yerine yetyandiginden gelip ¢ykyar.

Eger f(X1X2,...,Xy) bolanda, onda (1) denligi f(X1Xz,...,Xy)



V \| d! X;“L ><nén

f(6)=1

ahli 6-den

2 formada yazmak bolyar. Bu formada f(X1Xj,...,X;) funksiyanyn kyunktiw
kadaly formasy diyilyar.

Teorema 2.

Erkin f (X3, X5,... ,.Xp) ticin

S(I, 11 1)

(3) £ (X Koo X = I\ (8. 800080V X5 V..V XS,

formada bermek miimkin. Bu funksiyanyn f(Xi, X5,... ,Xn)= (X1, X,... ,X) teotema
netijesinde f(Xi, X2,... ,Xy) funksiyanyn

mi

l'(Xl.X;‘,.‘..T\'n)V f(d). 0r.....0p)
Xi e Xa 5%
Glicde yazyp bilyaris
=1+l In)
V (8. 82.....0,) VX" I VX" V... VX,

sonky denlik konyunksiyanynn we dizyunksiyanyn inkdr etmeginin hasiyetunden
gelip gykyar X2 = X° goz dniinde tutup, alalyn.

In)

o=(l
f(X;.Xa,....Xpn) V f(81.82....80)V X% V..VX, %

F (X1, X2, 0., X0)=1
f.(Xl.XZ.....Xn)- A X| I:‘I \1\' {\'n';” (4)

formada yazmak bolyar. Bu forma f(Xi, X,... ,Xn) funksiyanyn kdmil konyuktiw
kadaly formasy diyilyér.

Bul funksiyalary ulgamynyn dolylygynyn alamatlary.

Eger {fi(Xi1,...,X1p1);-.-,1S(Xs1,...,X8),...,} ulgamnyn islendik funksiyasy ii¢in sol
ulgamnyn fq,...,fs ,...funksiyalarynyn we Xi,..., X, lytgeyanlerin superpozisiyasyndan
diiziilen we ona den bolan funksiyany gurup bolyan bolsa, onda ol ulgam doly ulgam
diyilynr. (Biz bul funksiyalarynyn beyleki bir bul funksiyalarynyn goyulmayna). Bul
funksiyalarynyn superpozisiyasy diyilyar. XXz, X1V X2, X,' Bul funksiyalaryn ulgamsy
dolydyr.

Bu ulgamnyn dolulygy her bir funksiya ti¢in kdmil dezyunktiw kadaly formaly (KDKF)
ya-da kdmil konyuktiw kadaly formaly difie konyunksiya, dizyunksiya we inkdr etme
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amallaryndan diizlen formulany gurup bolyandygyndan gelip ¢cykyar.
Teorema 3:
Islendik (X1, X3,... ,X;) Bul funksiyasy f(Xi, X2,... ,Xp)

Islendik f(Xy, Xz,... ,Xx) Bul funksiyasy f(X1, X.... ;Xx)

ag +ar X1+ Xo+...+a"-1 Xq..., X,

Polinom gorniisinde berilip biliner. Bu yerde a; (1/2, 0;1), 1=0,1,2,...,2"-I

Subut:

X1 Xz, X1+X20,1 funksiyalaryn ulgamsy dolydyr.

Yagny islendik bul funksiyasy bu funksiyalaryti we {iytgeyinlerifi superpozisiya
gorniisinde berilip biliner.

A+A=0, A-A=A, A+0=A. A-0=0,
A-1=A. A'‘B=B'A, A+B=B+A.

(A+B) C=A*C+B*C, yaly barlamasy kyn bolmadyk diizgtinlerden peydalanyp
funksiyalaryil polinom gérnusindaki yazgysyny alarys.

Bul funksiyalar ulgamsynyn dolulygyny ya-da dolydéldigini bilmek {igin bul
funksiyalarynyn bir nige klaslary bilen tnysalyii.

1) 0 saklayan funksiyalar klasy.

Eger f (X1, Xz,...,.Xn) funksiya 0 diizilen yygymda O bahany kabul edyin bolsa
(f(0,0....,0)=0), onda ona 0 saklayan funksiya diyilydr. X;*Xj5, X1V X2,X,0 0 saklayan
funksiyalardyr. X—X5,X",1 funksiyalar 0 saklamayarlar.

2) Birlik saklayan funksiyalaryi klasy.

Eger f(X1,Xz,...,Xn) funksiya bir diiziilen yygymda bir bahany kabul edyin bolsa

(f(L1,...,)=1) onda ona bir saklayan funksiya diyilyar.

X1*X2, X1V Xy, X; 1 saklayan funksiyalar X;+Xp, X1', 0 funksiyalar saklamayarlar.

3 Oziine garsylykly funksiyalar.

Eger f(X1,Xz,...Xn)f ~ (X'1,X2,...,X"n) bolsa, onda f(X1,Xz,...,X,) funksiya Oziine
garsylykly funksiya diyilyar.

X X

X1*Xz, X1V X, 0Oziine garsylykly dél funksiyalar.

4)Monoton funks1yalar klasy

Egera<f. (=1.....n) bolsa. ondz @ (2;.0....0) ¥ygym ( By.Bz...fs) ¥ygymyd

oi yanyndan gelyar.

Belgilenilisi (o). v gatnasykda yerlesyédn yygymlara denesdirerlikli yygymlar

diyilyar.

Eger ayP bolyan a(ay, oz,..., o) We B (B, Bz2,..., Pn) Yygymlaryn islendik jiibuti tigin

f(a)<f(P) yerine yetiryan bolsa. onda f (X1.X3,...,X,) funksiya monoton funksiya

diyilyar.

Meselem: X;*X2, X1V X2,X monoton funksiyalar.

X' monoton dil funksiya.

4) Cyzykly funksiyalar klasy.

Eger T (X1,Xz,..,.Xn) funksiyanyn polinomy f (X1,Xz,..,.Xn) = aptaXi+a Xo+...+ an X,
gorniisde bolsa, onda onla ¢yzykly funksiya diyilyér.

X, X' ¢yzykly funksiyalar. X1-X, ¢yzykly dél funsiyalar.
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Teorema 4:

{1 (Ka, Xqp),een Fs(Kstyer , Xgs),--} Bul funksiyalar ulgamsynyn doly bolmagy tigin onun 0
saklayan funksiyasyny, birlik saklamayan funksiyasyny 6ziine garsylykly dél funksiyany
monotom dél funksiyany ¢yzykly dél funksiyany saklamagy zerurdyr we yeterlikdir.

Predikatlar logikasy.

Predikatlar we kwantirleme amallary.

Mysallara yiizleneli:

1"X yonekey san" diyen anlatma gramatika taydan pikir aytma formasynda bolsada
pikir aytma daldir. Bu alamada tliytgeyan X ululygy yerine kesgitli san goyulandan son
pikir aytma almak miimlin.

Seylede " X yonekey san " anlatma X {liytgeyén ululykly P(X) funksiya hokiiminde
seretmek bolar.

F(X) kesgitlenisi oblasty bolup sanlar kopliigi. bahalar oblasty bolup pikir aytmalar
hyzmat edyarler.

2."X Y-den ulydyr" diyen aylatma X we Y iiytgeyan ulylyklara bagly Q( X,Y)
funksiya hokiiminde seretmek bolar. X we Y yerine kesgitli sanlary goyulandan bu
funksiya pikir aytma owiilyar.

Umuman M, My,...,Mkopliklerden X31Xy,...,X, iytgeydn ululyklaryn
degislilikdali bahasyny goyulanda pikir aytma oriillyan P(X3,X3....,X,) anlatma n
uytgeyan ululykly pridikat diyilyar.

M1, My,..,M, kopliklerii elementlerinde predmetlr X3;Xs,.. .. X, ilytgeyan
ululyklara bolsa iiytgeyan predmetler diyilyar.

M =M, X M2X - XM, kopluge P(X1Xz,...,Xy) predikatyn meydany diyilyér.

Eger iiytgeyan predmetlerin sany "0" deii bolsa, onda predikat pikir aytma diyilyér.
Predikatlara pikir aytmalar algebrasyndan amallaryny (konyunksiya, dezyunksiya,
implikasiya, ekwiwalentlik inkér etme) ulanyp tdze pridikaty alamak bolyar.

Goy M meydana kesgitlenen bir iiytgeyan ululyga bagly bolan P(X) predikat
berilen bolsun.

1. VXP(X) aylatma P(X) predikatyn M meydanyndaky dhli predmetler {i¢in kyn
bolan dinie sonida kyn bolyar pikir aytmany anladyar.

VXP(X) anlatma islendik X ii¢in P(X) okalyar.

V- simwol umumylyk kwantaly.

1. E XP(X) aylatma P(X) predikatyn M meydanyndaky predikatlaryn ifi bolmanda Dbiri
ticin kyn bolanda kyn bolyan pikir aytmany anladyar.

E XP(X) anlatma "P(X) " bolar yaly X bar diyilip okalyar.

E barlyk (bolmaklyk) kwantory. Predikatlara kwantirleme amallarynyn ulanylys
mysallara seredelini.

Goy natural sanlaryn meydanynda predikatlar berilen bolsa.

1). X2 = X*X onda VX (X2 = X*X) kyn pikir aytma.

2). X+2 =7, onda VX(X+2=7) yalan pikir aytma, EX(X+2=7) kyn pikir aytma.

3). X « X+2 V X(X « X+2) yalan pikir aytma.

Predikartyn n iliytgeyan ululyga bagly bolan yagdayy iicin kwantirleme amallaryny
umumylasdyrmak kyn daldir.

12



Turbo Paskal programmirleme dilinde kopliiklerini we logiki amallaryi ulanylsy.
1. Esasy logiki amallar.

Belgisi | Ady | Operantlaryn tipi | Netijanin tipi | Gorniisi
Birinji (yokary) dereje

not Logiki "Yok” Logiki Logiki
not Razryad boyunca Bitin Bitin

"Yok”

Ikinji dereje

and Logiki "we” Logiki Logiki
and Razryad boyunca Bitin Bitin

e
shi Siklleyin ¢epe Bitin Bitin

stiystirmek
shr Siklleyin saga Bitin Bitin

siiystirmek

Uciinji dereje

or Logiki "ya-da” Logiki Logiki
or Razryad boyunca Bitin Bitin

"ya-da”
xor Logiki "ya-da”-ny | Logiki Logiki

yatyryan
xor Razryad boyunca Bitin Bitin

"ya-da’-ny yatyryan

Dordiinji (pes) dereje

= Gatnasyk amallary | San we san Logiki
<> Setir we san k=
< Setir we simwol C_ES
> Pointer we Pointer S
<= Kopliik <
>= m
in Kopliige girmek Element we kopliik | Logiki

2. Bit arifmetikasy.

Hakyky we bitin sanlaryn iistiinddki dhli diller tigin standart matematiki
amallardan basgada, Turbo Pascal bitin sanlaryn {istlinde gogsmaga amallary hem
girizydr. Solaryn hatarynda bit ya-da razryadlar boyunca arifmetika hem bardyr.

Bit arifmetikasy sanamagyn ikilik ulgamyndaky sanlar bilen is salysylanda
ulanylyar. Bu yagdayda iki sanyn ayratyn bitlerini defiesdirmek, sanyn ikilik bitlerini
bellemek, olary calysmak we basga isleri etmek bolyar. Bu miimkingilikler tekst we
grafiki reZimlerde videohus bilen islenende ulanylyar. Ondan baggada ikilik aiilatmada
coOziilmesi ansat bolan arassa matematiki meseleer bardyr.

Bit amallaryna bir ¢dklendirme bardyr: olary dine bitin tiplere ulanyp
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bolyar(Byte, ShortInt, Word, Integer, Longint). Difie bitin tipli bahalar kompyuterin
husunda dogry ikilik sanlar bilen kodirlenyérler. Mysal iicin, Byte tipli 4 we 250 bahalar

bilen , Word tipli 65535 san bolsa 16 belgili 1111111111111111 san bilen anladylar.
Byte we Word tipli bahalar ti¢in umumy formulalar asakdaky yalydyr:

Byte: Baha=B7*2'+B6*2%+ B5*2°+...+ B1*21+B0;

Word : Baha=B15*2*+B14*2'*+ .. .+ B1*2!+B0;

Bu yerde B0,B1, ... bahalar sanyn degisli ikilik bitlerin bahalary. Olar 0 ya-da 1
dendirler. San kopeldijileri bolsa, 2-nin bitin nomeri derejesine dendir.

Alamaty bar bolan bitin: ShortInt, Integer we Longint tipleriit kompyuterin
husundaky icki anladylysynda tapawut bardyr. Oz 6lcegi boyunca ShortInt tip Byte
tipe, Integer tip bolsa Word tipe defidir. Yéne ShortInt we Integer tipler bitin otrisatel
sanlary hem saklayandyr:

Shortint : -128 ...127 (8 bit ya-da 1 bayt),
Integer : -32768 ...32767 (16 bit ya-da 2 bayt),
Longint: -2147483648 ...2147483647 (32 bit ya-da 4 bayt).

Bu tipli sanlaryni 111 ¢ep biti ol sanyil alamatyny gorkezmek ii¢in ulanylyar. Eger
ShortInt, Integer we Longint tipli sanlaryn i ¢ep biti 1 deni bolsa, onda ol san otrisatel
hasaplanyar, a eger 0 den bolsa, onda polozitel hasaplanyar. ShortInt, Integer we
Longint tipli bahalaryi bitlerini 6wiirmek formulasy asakdaky yalydyr:

Shortint : Baha= -B7*2'+B6*2%+ B5*2°+...+ B1*21+B0;
Integer : Baha= -B15*2+B14*2%+ .. + B7*2" +...+B1*2+B0;
Longint : Baha= - B31*231+B30*2%%+ ...+ B15*2%°+.. .+ B1*21+BO0.
Shortlnt tipli otrisatel sanlaryn kodirlenisine mysallara seredelin:
-1: 11111111 (-1*%128+127)
-2:11111110  (-1*128+126)
-3: 11111101 (-1*128+125)
-125: 10000011  (-1*128+3)
-128 : 10000000  (-1*128+0).

Polozitel sanlar kodirlenende yazgysynda 1-ler nidce kop bolsa, sol san hem
absolyut ululygy boyunga songa uly bolyar. Otrisatel sanlar kodirlenende bolsa tersine
O-lar bilen 1-ler yerine galsan yaly bolyar. Bagsgacga aydanda otrisatel sanlaryn
yazgysynda 0-lar ndge kop bolsa, ol sanyii absolyut ululygy hem songa uly bolyar.

HakyKky tipli sanlar kodirlenende her gezek bir hili, yone yeterlik ¢ylsyrymly
kodirlenyar: bitlerinl bir topary sanyn mantissasyny diizyér, a ikinjisi — derejesini,, a
ticinjisi bolsa alamatyny diizyar. Hakyky sanlara bit amallary ulanylmayar.

Indi bitlerin iistiinde gecirilyan logiki amallara seredelin.

Not — razryad boyunca inkér etme — her bir biti tersine dwiiryar:

not[1]=0

not [0] = 1.

Argumentiil dagyndaky dik yaylar amalyn bir bitin listlinde gecirilydndigini aiiladyar.
Mysal seredelin: Eger A sanyi ikilik yazgysy 01101100 bolsa, onda not A 10010011
bolar.

And - logiki kdpeltmek ya-da razryad boyunga "We”:

[0] and [1] =[1] and [0] = [O]

[0] and [0] = [O]

[1] and [1] = [1].
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Bu yerde hem argumentini dasyndaky dik yaylar amalyi bir bitifi {istiinde
gecirilyidndigini anladyar.
Hakyky mysallar bolsa gaty bir diisnikli daldir:

(6and 4) =4
(6and 1) =0.

Bu sanlary ikilik gorniisde anlatsak alynyan netijeler diisnikli bolar:
0000110 (6) 0000110 (6)

and 0000100 (4) and 0000001 (1)
0000100 (4) 0000000 0)

And amaly 99% yagdayda iki maksat ligin gerek bolyar: bitlerin bardygyny
ya-da olaryn kébirini yok etmek ( 0 etmek) {icin ulanylyar.

Mysal {i¢in, kompyuterin husunyi ulgam &yjiiklerinin kdp sanlysy kompyuterin
konfigurasiyasy ya-da yagdayy barada maglumaty saklayar. Sunlukda bir bayt seyle
maglumatlary saklap biler: 6-njy bit 1 den bolsa, diymek CapsLock kada gurnalypdyr,
4-nji bit 0 den, diymek haysy hem bolsa basga bir Lock kada 6c¢iirilipdir we s.m. Goy A
sol gorniisli bayt bolup sekiz sany baydagyn yagdayyny gérkezyédn bolsun. Goy onui 5-
nji bitininn (nomerlemek sagdan ¢epe , 0-dan 7-a ¢enli dowam edyér) yagdayyny
kesgitlemek gerek bolsun. 5-nji bitde duran birlik 2° sany beryir. Sonut ii¢in 32-ni
ikinji operant edip alyarys. Eger A —nyn bésinji bitinde birlik duran bolsa, onda hokman

(Aand 32) =32
sert yerine yetmeli. Diymek sol serti IF operatorynda sert hokmiinde ulanmak
miimkindir. And amalynyn komegi bilen birbada birndge bitin yagdayyny hem
kesgitlemek miimkin. Mysal tigin, goy 5-nji, 2-nji we 0-njy bitlerin yagdaylaryny
bilmek gerek bolsun. Sol bitlerde birlikler, galanlarynda 0 duran yagdayynda
25422+ 1= 37. Eger sol bitlerde birlikler duran bolsa, onda

(Aand37) =37
sert cyn(True) bahany alar.

Bitleri goymak we Oc¢ilirmek asakdaky yaly amala agyrylyar. Goy Byte tipli A
liytgeyanin 3-nji bitini 6¢lirmek gerek bolsun. Bu yerde liytgeyéniin tipini bilmek
wajypdyr. Ogiirmek — 0 etmek diymekdir. Ilki bilen 3-nji biti 0, galan bitleri bolsa 1-¢
deni bolan sany tapmaly. Byte tip iigin ol san (255-2%)=247 def, bu yerde 255 — bir
baytda yazyp bolyan il uly san. Eger indi A sany 247-4 logiki kopeltsek, onda 247-ddki
1-likler A sandaky bitlere hig hili tisir etmez, a 247-nin 3-nji bitindédki 0 bolsa, A sanyi
3-nji bitini 0-a 6wrer. Seylelik bilen, A-nyn 3-nji bitini 0-a dwiirmek ti¢in

A:= A and (255-8)
baha bermek operatoryny yazmak yeterlikdir.

Yokarky usuly birnige biti birden 6¢iirmek ti¢in hem ulanmak miimkindir. Mysal
ticin, A sandaky 3-nji we 7-nji bitleri 6¢lirmek ti¢in
A:=A and (255-8-128)
baha bermek operatoryny yazmak yeterlikdir, bu yerde 8=23 we 128=2".
iistiinde seyle gecirilyar:

[1] or [0] = [O] or [1] = [1],

[0] or [0] = [O],

[1] or [1] =[1].

Dik yaylar bir biti afiladyar. Bu amal bitin sanyn ikilik yazgysyndaky kébir
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bitleri gurnamakda ( ol bite 1-i yazmakda) ulanylyp biliner. Mysal ii¢in, A bahanyn 4-
nji bitini 1-e 6wiirmek, galan bitlerini bolsa iiytgetmezlik ii¢in

A:=Aorl6
baha bermek operatoryny yazmak yeterlikdir, bu yerde 16=2*. Sunlukda A bahanyn 4-
nji bitinde ndme durandygynyn dhmiyeti yokdyr. Islendik yagdayda sol yerde 1 peyda
bolar.

Edil sunun yaly edip birbada birnédg¢e biti hem gurnamak miimkindir. Mysal {i¢in,
4-nji, 1-nji we 0-njy bitleri 1-e 6wiirmek tigin:
A=A or (16+2+1);
yazmak yeterlikdir.

Turbo Pascalda yokarkylardan basgada XOR amaly hem girizilendir. Onia "Ya-
da"-ny yatyrmak hem diyilyér. Ol amal bitlerin {istiinde seyle kesgitlenilyér:

[1] xor [1] = [0],

[0] xor [0] = [O],

[1] xor [0] =[0] xor [0] = [1].
xor amalyny bitin (ya-da birbada birnége bitin ) bahasyny tersine dwiirmek li¢in
ulanmak miimkindir. Goy A sanyi 5-nji bitini tersine 6wiirmeli bolsun. Onusi iig¢in
A:=A xor 32 yazmak yeterlikdir, bu yerde 32=2°,

xor amaly asakdaky ayratynlyga eyedir: sol bir liytgeyéne iki gezek ulanylanda
sol iytgeyanif basdaky bahasyny dikeldyandir. Yagny,
A=(A xor B) xor B.

Indiki seretjek amallarymyz razryad boyunga sikliki siiysiirmegi anladyar:

Amal Ady Yazylysy
shl Cepe n oye sikliki Ashln
stiysmek
shr Saga n oye sikliki siiysmek Ashrn

Bu amallaryn yerine yetirilis derejesi yokary daldir.

Bu iki amalyi manysy menzesdir: olar A bahanyn ikilik yzygiderligini n
oye(bite) ¢epe (shl) ya-da saga(shr) siiysiirmekdir. Sunlukda siiysiirilende aracdkden
cykyan bitler yitirilyér, beyleki tarapda bosan bitler bolsa nollar bilen (cepe
stiystirilende elmydama, saga siiysiirilende bolsa kdwagt) ya-da birler bilen (dine
ShortInt, Integer we Longlnt tipli otrisatel bahalar saga siiysirilende) doldurylyar.
Mysallar.

(11011011 shl 0) = 11011011,

(11011011 shl 1) =10110110,

(11011011 shl 2 ) = 01101100,

(11011011 shl 3) =11011000,

(11011011 shl 4 ) = 10110000,

(11011011 shl 7)) = 10000000,

(11011011 shl 8 ) = 00000000.

Eger san Word tipli 256-dan 65535-¢ ¢enli aralykdan baha alyan bolsa, on da
bitler edil yokardaky yaly siiyserdiler, yone meydanyn uzynlygy 16 bite deni bolardy.
Longlnt tip1 licin meydanyn uzynlygy 32 bite deii bolar. shl we shr amallar ShortInt,
Integer, Longlnt tipli otrisatel ululyklara ulanylanda ¢ep tarapdan bosayan 6yler
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birlikler bilen doldurylyar.

Mysal.

Bitin sany ikilik yazga ge¢irydn programma diizmeli.

Coziilisi.

{ Bitin sany ikilik yazga ge¢irydn funksiya}
{ X — bitin san (basga tipleri bermek bolyar}
{ NumOfBits — ikilik yazgydaky 6ylerin sany}

Function Binary (X:LongInt; NumOfBits:Byte ) : String;

Var

bit, i :Byte; { komekei iiytgeyénler}

s Z String[32];
BEGIN

s:=""; { Setiri arassalamak }

for i:=1to 31 dfo begin {owiirmek sikli}
bit:=( X shl i) shl (31); {biti bellemek}
s:=s+Chr(Ord(‘0’)+bit) {setire yazmak}
end; {for} {siklin sony}
Delete(s,1,32-NumOfBits); {artyk bitleri kesmek}
Binary:=s; {dolanyan setir}
END;
Var
i:Integer; {=== Cagyrysyn mysaly====
BEGIN
fori:=-5to 5do

WriteLn(i:7,”=’, Binary(i, 8*SizeOf(1)));
ReadLn; {Pausa}

End.

Shl amaly bitin sanlary ikiniii derejelerine kopeltmegi calysyp biler:

J shl
J shl
J shl

1=7J%2,
2 =J%4,
3=7J*8.

3. Logiki hasaplamalar we gatnasyk amallary.

logiki hasaplamalary programmirleméigéd miimkingilik beryar.

......

Turbo Paskalda 4 sany logiki amal ulanylyar. Olar asakdaky tablissada
gorkezilyar. Bu yerde L1 we L2 —TRUE ya-da FALSE den bolan logiki hemiselikler,
uytgeyanler ya-da anlatmalar.

Amal Ady Yazylysy Amalyn netijesi

not Logiki "Yok” (inkir etmek) not L1 L1 baha gapma-
garsylykly baha

and Logiki "We” (konyuksiya) L1and L2 Eger L1 we L2
TRUE den bolsalar,

onda logiki TRUE
bolmasa FALSE
baha dendir
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or

Logiki "ya-da” (dizyunksiya)

L1orL2

Eger L1 we L2-in
11 bolmanda biri
TRUE den bolsa,
onda logiki TRUE
bolmasa FALSE
baha dendir

Xor

"Ya-da“-ny logiki yatyrmak

L1 xor L2

Eger L1 we L2
bahalar durli
bolsalar TRUE,
bolmasa FALSE
den

Gatnasyk amallary we olaryii netijeleri asakdaky tablissada berilyir. Yonekey bahalary,
gorkezijileri, simwollary, setirleri denesdirmek bolyar. Gatnagyk amalynyn netijesi

elmydama logiki TRUE va-da logiki FALSE bolyandyr.

Ady

Yazylysy

Amalyi netijesi

Belgisi

Dendir

X1=2X2

Eger X1 we X2 den
bolsalar TRUE,
bolmasa FALSE
dendir

<>

Den déldir

X1 <> X2

Eger X1 we X2
diirli bolsalar
TRUE, bolmasa
FALSE dendir

Kigidir

X1 <X2

Eger X1 X2-den
ki¢i bolsa TRUE,
bolmasa FALSE

dendir

Ulydyr

X1 > X2

Eger X1 X2-den
uly bolsa TRUE,
bolmasa FALSE
dendir

Kig¢i ya-da dendir

X1<=X2

Eger X1 X2-den
kici ya-da deni
bolsa TRUE,
bolmasa FALSE
dendir

Uly ya-da dendir

X1>=X2

Eger X1 X2-den
uly ya-da den
bolsa TRUE,
bolmasa FALSE
dendir

Hacanda gatnasyk amallary yonekey tipli operantlar ii¢in ulanylyan bolsa onda ol
tipler hokman sygysyan tipler bolmalydyrlar. Yone, eger bir operant hakyky tipli bolsa,
onda beyleki operant bitin bolup bilyédndir. Logiki bahalary hem denesdirmek
miimkindir. Elmydama TRUE > FALSE bolyar.

Adatca logiki anlatmalar programmada sertli dolandyryan operatorlarda
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(IF, WHILE, REPEAT ...UNTIL we basgalar), seyle hem logiki tiytgeyan ululyklara
baha berilende ulanylyar.
Meselem,
IF X>0 then write(‘ X san poloZitel’);
Repeat
S:=S+i;
=i+l
Until i>15;

4.Kopliikler.

Kopliik diylende bir bitewi zat h6kmiinde seredip bolyan sol bir hasiyet, sol bir
nysan ya-da nysanlar boyunga yygnalan obyektlerii toplumuna diisiinilyar. Meselem 1-
den 99-a ¢enli yzygider gelyén &hli jiibiit sanlaryn kopliigi; tiirckmen dilinin elipbiyine
giryan dhli ¢ekimli harplaryi kopliigi we s.m

TURBO-PASCAL dilinde kopliigin elementlerine bir nidce ¢iaklendirmeler
goyulyar. Meselem, kopliigiii elementlert REAL, WORD, LONGINT tiplerden basga
islendik tertiplesdirilen tipe degisli bolmalydyr; kopliigin elementlerinin sany 256-dan
gecmeli dil; we s.m.

Kopliigin elementleri kwadrat skobkanyi i¢cinde yazylyar.

Meselem:
[‘A’,’B’, ‘C’]
elementleri CHAR tipe degisli bolan kopliik.
[-3,1, 3, 5]
elementleri INTEGER tipe degisli bolan kopliik.
[FALSE, TRUE]
elementleri BOOLEAN tipe degisli bolan kopliik.
[1..100]
elementleri ¢éklendirilen tipe degisli bolan kopliik; we s.m. Hig¢ bir elementi bolmadyk
kopliige bos kopliik diyilyar we ol TURBO-PASCAL-da [ ] gorniisde bellenilyar.

Bos kopliik islendik kopliigin bolek kopliigidir. Baha hokmiinde ditie kopliikleri

kabul edip bilyin iiytgeyan ululyklar asakdaky yaly yglan edilyér:
TYPE

<tipint ady>=SET OF <elementlerin tipi>;

VAR
<iiytgeyan ululygyn ady>: < tipin ady>;

ya-da basgaca, goniden-goni liytgeyan ululyklar boliiminde hem yglan etmek miimkin:

VAR

<iiytgeyan ululygyn ady>: SET OF <elementlerin tipi>;

Meselem

VAR X:SET OF 1..3;
yazgy X liytgeyan ululygyn difie elementleri 1..3 interwaldan bolan kopliiklere eye
bolup bilyindigini anladyar. Bu yerde X iiytgeyan ululyga {1,2,3} kopliigin islendik
bolek kopliigine eye bolup bilyir. Yagny X iiytgeyin ululyk asakdaky kopliikde
kesgitlenen:

{{1.2,3}, {1.2}, {1,3}, {2,3}, {1}, {2}, {3}. { }}

Kopliik yglan edilende elementleriii tipi hokmiinde INTEGER, BYTE, BOOLEAN,
CHAR tipleri we standart dil skalyar tipleri ulanyp bolyar. Meselem:
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[35..-1] ya-da [‘'m’..”s’] bos kopliiklerdir.
VAR

A,B:SET OF 0..49;

HARP:SET OF CHAR;

X:SET OF(MART,APREL,MAY);

[ ] bas kopliik bu tiplerini islendigine degisli edip bolyan yeke-tak kopliikdir.

Eger kopliik[el..e2] gorniisde berlip, el>e2 bolsa, onda ol kopliik bos kopliik
hasap edilyar. Meselem[35..-1] ya-da [‘m’..’s’] bos kopliiklerdir.

Edil matematikadaky yaly, TURBO-PASCAL algoritmik dilinde hem kopliiklerin
istiinde kesisme, birlesme, tapawut alamatlaryny yerine yetirip bolyar. Bu amallar
degislilikde “*’, “+*, we ‘- simwollar bilen bellenyir.Yagny,

VAR

A,B,X)Y,Z: SET OF INTEGER;
BEGIN

X:=A*B; Y:=A+B,; Z:=A-B;
operatorlary yerine yetenlerinde X tliytgeyén ululyga sol bir wagtda A we B kopliiklerin
ikisinde hem bar bolan elementlerden diiziilen kopliige eye bolyar. Y-iiytgeyéan ululyga
A we B kopliiklerini in bolmanda birine degisli bolan elementlerden duryan kopliige eye
bolyar; Z-liytgeyén ululyga bolsa, A kopliiginn B kopliikde bar bolmadyk
elementlerinden duryan kopliige eye bolyar. Bu yerde A we B sol bir tipe degisli bolan
kopliikler bolmaly.

Kopliigin tistiinden bu amallardan basga-da bas sany logiki amaly hem yerine
yetirmek miimkin:

1) =72) *<>73) '<=734) >=35) “IN7;
Bu belgiler degislilikde "=","=","<",">"."&" belgileri anladyarlar.

Goy A we B — sol b1r tipe degisli bolan kopliikler bolsun.
Onda

A=B logiki anillatma “TRUE” baha eye bolyar, hacanda bu kopliikler sol bir
elementlerden duran bolsa, beyleki yagdaylarda “FALSE” baha eyedir;

A<>B - logiki anlatma “TRUE” baha eye bolyér, haganda A we B kopliikler
gelmese, beyleki yagdaylarda “FALSE” baha eye bolyar.

A<=B - logiki anllatma “TRUE” baha eye, haganda B kopliik 6ziinde A kopliigi
saklayan bolsa, beyleki yagdaylarda “FALSE” baha eye;

A>=B - logiki anillatma, “TRUE” baha eye, haganda A kopliik 6ziinde B kopliigi
saklayan bolsa, beyleki yagdaylarda “FALSE” baha eye;

X IN'Y —logiki anlatma “TRUE” bahany kabul edyir, haganda X element S
kopliige degisli bolsa, eger-de X element S kopliikde yok bolsa onda “FALSE” bahany
kabul edyar.

Mysal {icin, goy

VAR A,B,C : SET OF CHAR;

BEGIN

A:=[a’, ’b’ ‘c’, ‘d’];
B:=[b’]; C [‘c’ e’];
bolsun. Onda A+C, A- C we A*B anlatmalar degislilikde [‘a’..’e’], [‘a’,’c’, ‘d’] we [‘D’]
bahalara eye bolyar; B<=A, A>=B, C<=A logiki anllatmalar deg1sl111kde “TRUE” we
“FALSE” bahalara eye bolyarlar;
a’ IN A we ‘a’IN C logiki anlatmalar degislilikde “TRUE” we “FALSE” bahalary
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kabul ederler.

IN operasiyasy haysy bolsada bir bahanyn berlen kopliige degisliligini yada
degisli dildigini barlamak ti¢in hyzmat edyar we kopleng sertli gegis operatorynda
ulanylyar. Meselem:

IF2IN[1,2,3] THEN ...,

IF “V’ IN[‘a’,...,’¢’] THEN ...,

IF X1 IN [X0,X1,X2,X3] THEN ...
kopleng IN operasiyasy NOT inkdr etme operasiyasy bilen bilelikde ulanylyar.
Meselem:

IF NOT(X IN M) THEN ...
bu yerde logiki afilatma hacanda X element M kopliikde bolmasa “TRUE” bahany
alyar.

Mysallar:

PROGRAM MYSAL 1;

USES CRT,

VAR

K,I: BYTE; TEKST : STRING[255];
LATHARPY : SET OF CHAR; SIMWOL : CHAR,

BEGIN

CLRSCR;

LATHARPY:=[‘a’..’z’]; k:=0;
READ(TEKST);
FOR I:=1 TO LENGTH(TEKST) DO
BEGIN
SIMWOL:=TEKSTII];
IF SIMWOL IN LATHARPY THEN K:=K+1;
END;
WRITE(‘K=",K); END.

Bu programma klawiaturadan girizilen TEKST atly setir iytgeyéin ululygyn
bahalarynda nége sany kigi latyn harpynyn bardygyny kesgitleyér.
Mysal:

PROGRAM MYSAL _2;

USES CRT,

VAR

ELEMENT : 1...25; I,LK : INTEGER;
KOPLUK : SET OF 1..25;
BEGIN CLRSCR;
KOPLUK:=[ ]; RANDOMIZE;
FOR I:=1 TO 8 DO BEGIN ELEMENT:=RANDOM(24)+1;
KOPLUK:=KOPLUK+[ELEMENT]
END;
K:=0;
FOR I:=1 TO 25 DO
IF 1 IN KOPLUK THEN
BEGIN WRITE(],’ *:5); K:=K+1; END;
WRITE(‘K=",K);
END.
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Netijeler:
al 4 13 14 18 19 20 22

k=8

b)7 8 9 10 11 14 23
k=7

¢)10 11 17 20 23 24
k=6

we §. m.

Bu programmada 1..25 aralykdan bolan tdtanleyin sanlardan kopliik diiziilyér; Kopliigin
elementleri we olaryn sany ¢apa ¢ykarylyér; Bu yerde tétdnleyin sanlaryi arasynda
gabat gelyénleri-de bolmagy miimkin; ol yagdayda K<8 bolyar.
Bellik:
1) RANDOM(N) — sdtandart funksiyanyn [0,N] aralykdan alnan tétanleyin bitin
sany kesgitleyéar; Bu yerde eger N parametr goyulmadyk bolsa, onda [0,1]
aralykdaky totanleyinhakyky sanlar alynyar;
2) TURBO-PASCAL ulgamsynda kopliigin elementi hokmiinde otrisatel bitin
sanlary ulanmak bolmayar.
Mysal. n natural san we n elementli, elementleri simwollar bolan S massiw berlen. S
massiwde haysy simwol néage gezek gaytalanyar. Bir simwol baradaky maglumat dine
bir gezek cap edilmeli.
Var
S:array[1..25] if char;
n,i,K:integer;
M:set of char;
begin
writeln(‘n="); read(n);
writeln(‘S massiwin elementlerini girizin’);
for i:=1 to n do begin
write(‘S[,1,”]="); read(S[1]);
end; M:=[];
fori:=1tondo
if Not (s[i] in M) then begin k:=0; M:=M+[S[i]];
for j:=i+1tondo
if s[i]=s[j] then k:=k+1;
writeln(S[1], ‘=", k);
end; end.

Ahtimallyklar teoriyasy hakynda esasy diisiinjeler.

1.Ahtimallyklar teoriyasynyi dordp baslan wagtyny adatca XVII asyra degisli edip, ony
gyzyklandyryjy(humarly) oyunlary kombinatoriki meseleleri bilen baglanysdyryarlar.
Gyzyklandyryjy(humarly) oyunlara,elbetde mohiim kesp yaly garamak bolmaz. Yone
XVII asyryin matematiki modellerinin ¢idginde yerlesdirip bolmayan meseleleri hut
humarly oyunlar yiize ¢ykardy we seylelikde, olar tize-tdze cemelesmelerin,
diisiinjelerin ideyalaryn yiize ¢ykmagyna itergi berdi. Ol ideyalary ilki basda girizenler
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Ya. Bernulli, Laplas, Gauss, Paskal, Ferma we basgalardyr.

Ahtimallyklar teoriyasynyi praktiki dhmiyeti, aydyfh manysy hakyky ya-da
hyyalymyzdaky tejribeler, synaglar, hadysalar bilen baglansykly yiize ¢ykyar. Haysy-da
bolsa bir hadysa gozeggilik edilmegine synag ya-da tejribe diyilyar.

Synagyn tejtibanin gozegciligin netijelerini (terminologiki bellik ii¢cin) baha diyip
atlandyryarys.

Synagyn bolup biljek her bir netijesi elementar wakadyr. Elementar wakalaryn
kopliigine elementar wakalaryn ginisligi diyilyar.

2.Bizin gozegcilik edyan wakalarymyz esasan ii¢ bolege boliinyar:

1) hokmany waka;

2) miimkindil waka;

3) totdn waka.

Eger S sertlerin kesgitli toplumy yerine yetirilende mydama yiize ¢ykyan waka
hokmany waka diyilyar we ol U bilen belgilenyir.

Meselem, normal atmosfera basysynda we 20° temperaturada «gapdaky suw suwuk
haldadyr» diyen waka hokmany wakadyr. Bu yerde suwun atmosfera basysy we
temperaturasy S sertleriii kesgitli toplumyny diizyér.

Eger S sertlerin kesgitli toplumy yerine yetirilende hi¢ yiize gykmayan waka miimkindél
waka diyilyar.

Meselem, onki mysalyn sertlerinde «gapdaky suw buz gorniisdedir (gaty haldadyr)»
diyen waka miimkindil wakadyr we V bilen belgilenyir.

S sertlerin kesgitli toplumynda yiize ¢ykjagyny ya-da ¢ykmajagyny oOniinden aydyp
bolmayan waka tétdn waka diyilyar we ol A,B,C,... harplar bilen belgilenyar.

Meselem.  Atyjy 4 bolege boliinen nysana ok atyar. Ok atmak bu synag. Nysanyn belli
bir bolegine okunt degmegi totdn wakadyr. Bu yerde S sertlerin kesgitli toplumy yerine
yetirildi diymeklik — synag s6zi bilen calsyryldy. Mundan beylédk biz ony — synag diyip
alarys.

Seylelikde synagyn netijelerini waka hokmiinde seretjekdiris.

Eger sol bir synagda bir wakanyn yiize ¢cykmagy beyleki wakanyn yiize ¢cykmagyny
aradan ayyryan bolsa, onda onun yaly wakalara sygysmayan wakalar
ylzlnin diismegini aradan ayyryar. «Gerb yiizi diisdi» we «yazgy yiizi diisdi» diyen
wakalar sygysmayan wakalardyr. Eger synagyn netijesinde birndgce wakalaryn in
bolmanda biri yiize ¢ykyan bolsa onda ol wakalar doly topary emele getiryérler.Basgaca
aydanynda doly topary emele getirydn wakalaryn in bolmanda birinini yiize ¢ykmagy
hokmany wakadyr.Hususy halda eger doly topary diizydn wakalar jiibiit-jiibiitden
sygysmayan wakalar bolsalar onda tejribdniii netijesinde olaryn biri we dine biri
hokman yiize ¢ykyar.

Meselem, atyjy nysana ok atyar.Okuil nysana degmegi we degmezligi solar yaly
wakadyr.  Eger A we Awakalar iicin AUA=U, AnA =v iki gatnasyk bir wagtda
yerine yetseler onda A we A wakalara garsylykly wakalar diyilydar.Meselem nysana ok
atylanda ona okun degmegi we degmezligi garsylykly wakadyr.Eger okuni degmegi A
waka bolsa,onda okunl degmezligi A waka bolar.

A we B wakalaryn it bolmanda birinini ya-da olaryn ikisinini hem sol bir wagtynl 6ziinde
bilen bellenilyar.

A we B wakalaryn ikisinint hem sol bir wagtda yilize ¢ykmagyndan ybarat waka A we B
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wakalaryn kopeltmek hasyly diyilyar. Ol AB ya-da AnB bilen bellenilyar.
Eger
U251UBQUB3U...Bn
bolsa we Bj-wakalar gosa-gosadan sygysmayan wakalar bolsalar,yagny BinBj=v, i#]
onda B;,B;,Bs,...,B, wakalar gosa-gosadan sygysmayan wakalaryn doly toparyny emele
getiryar. Bu yagdayda Bj-wakalaryn biri difie biri synag netijesinde 1 hokman yiize
cykmalydyr.
Totdan wakalar licin:
kommutatiwlik A+B=B+A, AB=BA;
assosiatiwlik A+(B+C)=(A+B)+C,
distributiwlik An(B+C)=AB+AC.
kanunlary yerine yetyérler.

Ahtimallygyn klassiki kesgitlemesi.

Ahtimallyk-dhtimallyklar teoriyasynyf esasy diisiinjelerinifi biri hasaplanyar. Bu
disiinjanin bir-ndge kesgitlemesi bardyr. Bu yerde klassik kesgitleme diyilyéin
kesgitleméani beryaris.

Mysala seredelin. Goy gapyrjakda 6 sany birmenizes formaly, yone diirli renikli sarlar
bar bolsun. Olaryn 2 sanysy gyzyl renkli, 3-si gok refikl we 1 sanysy ak renkli sar
bolsunlar,Sarlar garysan bolsun.

Biz gapyrjakdan renkli (gyzyl yada gok) sary ¢ykarmak miimkingiligini mukdar taydan
hisiyetlendirmek meselesine, yagny renkli sary ¢cykarmak meselesine garap gecelin.Bu
yerde gapyrjakdan ¢ykarylan bir saryn retikli bolmagynyn miimkingiligi ol saryn ak
bolmagyndan uludyr.Eger sol miimkingiligi san taydan aiiladyp bolyan bolsa,onda sol
sana A wakanyn renkli saryn yiize cykmagynyn dhtimallygy diyilyar.Sunlukda,
dhtimallyk munun 6zi wakanyn yiize ¢gykmagyny hasiyetlendiryian sandyr.Basgaca
aydylanda totdn wakanyn yiize ¢ykmagynyn ol¢egine sol wakanyi yiize ¢cykmagynyn
dhtimallygy diyilyar.Elementar wakalaryn bizi gyzyklandyryan wakanyn yiize
cykmagyna gatnagyanlaryna sol waka yardam edyén elementar wakalar diyilyar.
Elementar wakalary wi,w,,ws,...,ws diyip bellélin. Bizin mysalymyzda 6 sany

elementar waka bolup biler. w; ak sar yiize ¢ykdy,wz,ws gyzyl sar yiize ¢ykdy,
Wa,W5,We- g0k sar yiize ¢ykdy diyen wakalardyr.,Bu netijelerin her biri yeke-tik
miimkingilikli wakalar, yagny sar hokman yiize ¢ykmaly we olar dei msmkingiliklidir.
A wakanyn renkli saryn yiize ¢ykmagyna 5 sany elementar waka gatnasyar.Sarlar
garysdyrylan,hemmesi menzes formaly, hem-de olar toténleyin ¢ykarylyarlar.

Bizin mysalymyzda A-wakanyn yiize ¢ykmagyna yardam edyédn elementar wakalaryii
(olar 5 sany) sanynyn elementar wakalaryin umumy sanyna (olar 6 sany),yagny 5/6-sana
,A wakanyn dhtimallygy diyilyar we ol P(A) bilen belgilenyér.Bu san (5/6) su mysalda
cykarylan saryn renkli bolmagynyn @htimallygyny berydn san. Sol sana hem bizin
mysalymyzda renkli saryn yiize cykmagynyn dhtimallygy diyilyar.

Seylelikde P(A)=5/6 bolar.

Su mysaldan ugur alyp, indi biz wakanyn dhtimallygynyn kesgitlemesini bereli.
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Wakanyi otnositel yygylygy. Ahtimallygyn statistiki kesgitlenisi.

Sol bir synag birndge gezek gecirilende A-waka birndce gezek yiize ¢ykar we
birndce gezek yiize ¢ykman biler. Synaglaryn sanyny nédge kopeltsek, onda sol A-
wakanyn yiize ¢ykyan sany hem iiytgdr. Goy synaglaryn sany n-bolsun, A-wakanyn
yiize ¢ykyan synaglaryn sany m bolsun. Onda m-sanyn (A-wakanyn nédge gezek yiize
¢ykandygyny anladyan san) n-sana (synaglaryn umumy sany) bolan gatnasygyna, A-
wakanyn otnositel yygylygy diyilyar we ol W(A) bilen bellenilyir, yagny

m
W(A) = o

Bu yerde n-synaglaryn umumy sany, m bolsa A-wakanynl nédge gezek yiize
cykandygyny ailladyan san.

Emma synaglaryn sanyny kopeltsek, ony n bilen belldlin, onda m-san hem ulalar,
yone her bir yagdayda wakanyn otnositel yygylygy diirlice bolsa-da, sol bir hemiselik
sana yakyn bolyandygyny tejribeler gorkezyir. Sol hemiselik sana hem A-wakanyn
dhtimallygy diyilyar we ol obyektiw ululykdyr. Eger wakanyn dhtimallygy deregine
onun otnositel yygylygy alynsa, onda onuni yaly kesgitlenen dhtimallyga, dhtimallygyn
Totdn wakanyn otnositel yygylygy bilen dhtimallygynyn arasyndaky tapawut su
asakdakydan ybaratdyr: Ahtimallyk tejribe gegirilminki hasaplanyar, emma otnositel
yygylyk bolsa tejribe gecirilenden son hasaplanyar.

Ahtimallygyn klasiki kesgitlemesi tiikenikli synaglar {icin ulanylyar, emma statistik
kesgitlenisi synagyn sany has kop bolanda ya-da tiikeniksiz bolanda ulanylyar. Sonun
ticin hem statistik kesgitlenisi has gin hasaplanylyar.

Ahtimallyklaryii gosmak teoremasy.

Ozal belli bolsy yaly, iki sany A we B wakanyn jemi diyip (A+B), A-wakanyil
ya-da B-wakanyn, ya-da bolmasa ikisininn hem bilelikde yiize ¢ykmagyna aydylyar.
Hususy halda A we B sygysmayan wakalar bolsa, onda A+B (iki wakanyn jemi) diyip,
haysy hem bolsa birinini yiize ¢ykmagyna aydylyar. Goy A we B sygysmayan wakalar
bolsun, 6zi hem bu wakalaryn &htimallyklary berlen bolsun, onda A ya-da B wakanyn
yize ¢ykmagynyn dhtimallygyny nadip tapmaly ?

Bu soraga asakdaky teorema jogap beryir.

Teorema: Sygysmayan iki sany A we B wakalarynn jeminiii dhtimallygy, haysynyn
yize ¢ykanynyn tapawudy yok, sol wakalarynn dhtimallyklarynyn jemine
dendir, yagny

P(A+B)=P(A)+P(B).

Subudy:  Umumy elementar wakalaryn sany n bolsun. A wakanyn yiize ¢ykmagyna

yardam edyédn elementar wakalaryn sany mj, B-wakanyn yiize ¢ykmagyna yardam

edyédn elementar wakalaryn sany m, bolsun, onda A bilen B wakanyn haysy hem bolsa
birinin ylize ¢ykmagyny anladyan elementar wakalarynyn sany m;+m; bolar.

Seylelikde dhtimallygyn kesgitlemesini ulanyp alarys:

P(A)=my/n, P(B)=my/n, P(A+B) = (m;+mz)/n = mi/n +my/n bolyandygyny géz oniinde

tutup bu yerden alarys:
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P(A +B) =P(A) +P(B).

Goy A1,Az,...,An wakalar gosa-gosadan sygysmayan wakalar bolsunlar, onda

P(A1+A+...+A)=P(A1)+P(A2)+...+P(An)
bolar. Bu fakt induksiya boyunca subut edilyér.
Teorema: Doly topary diizydn AjAz,...,A, wakalaryn jeminin &dhtimallygy bire
dendir, yagny

P(A)+P(A2)+...+P(An)=1.
Subudy: Doly topary diizyan A1,Az,...,An wakalaryn biriniii ylize ¢cykmagy hokmany
wakadyr,hokmany wakanyn dhtimallygy hem bire deii. Onda
P(A1,A,...,An)=1.

Doly toparyii islendik iki wakasy sygysmayan waka, sonuil ligin hem gosmak teoremasy
esasynda

P(A1+A2+...+AL)=P(A1)+P(A2)+...+P(An)

Soriky iki deiilikden
P(A)+P(A2)+...+P(An)=1.
gelip ¢cykyar.
Teorema: Garsylykly iki sany A we A wakalaryn dhtimallyklarynyn jemi bire dendir,
yagny

P(A+A)=P(A)+P(A)=1.
Eger P(A)=p, P(A) =q diyip bellesek, onda p+q=1 bolar.
p=P(A)- A wakanyn yiize ¢gykmagynyn dhtimallygy,
g=P(A)-A waka garsy wakanyn dhtimallygy.
Mysal. Eger ertir yagys yagjakdygynyn dhtimallygy p=0,3 bolsa, onda ertir agyk
giin boljakdygynyn dhtimallygy tapmaly.
Cozliisi. Serte gord p=0,3. Onda q=1-p=1-0,3=0,7.
Yagny qg=0,7. ¢=P(A). A we A wakalar garsylykly wakalar.

Ahtimallyklary kopeltmek.
Garasly we garagsyz wakalar.

Eger A wakanyn dhtimallygy beyleki B wakanyn yiize ¢ykmagyna ya-da

------

Tersine bolsa yagny A wakanyn dhtimallygy B wakany1 yiize ¢ykmagyna bagly bolsa,

onda olara garasly (6zara bagly) wakalar diyilyér.

Mysal. Tenne iki gezek yokaryk zynylyar. Gerb yiiziinin diismeginin
dhtimallygy (A waka) ikinji gezek (B waka) zyniylanda gerb yiiziinin diismegine ya-da
diismezligine bagly dal.
Seyelelikde A we B waka biri birine bagly dil (garassyz).

Bir ndce wakalarynl her ikisi 6zara biri — birine garagsyz bolsa, onda olara jiibiit —
jibiitden garassyz (bagly dél) wakalar diyilyar.
Mysal. Tenne ii¢ gezek yokaryk zynylyar. Goy A,B,C degislilikde gerb
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yiiziininl yiize ¢ykmagy bolsun, ony birinjide A, ikijide B, {i¢iinjide C diyip belleyaris.
Su seredyén her bir iki wakamyz (A we B), (A we C), (B we C) bagly dil. Seylelikde
A,B,C wakalar jiibiit-jiibiitden bagly daldirler.

Eger birndge A; , A2 , As - wakalryn her biri, ya-da olaryn islendik
kombinasiyasy (galan hemme wakalry ya-da olaryil kdbir bolegini 6ziinde saklayan)
garassyz (bagly dil) wakalar bolsalar, onda olara toplumlayyn garassyz (bagly dal)
toplumlayyn bagly dil wakalar diyip bolmayar.

Su manyda toplumlayyn bagly dél diymek talaby,jiibiit-jiiblitden bagly dil talabyndan
giiyclidir.

Meselem, eger A; ,A, ,A; wakalar toplumlayyn garassyz (bagly dél) bolsalar onda A;
we Az, Arwe Az, Ay we Az A1A; we Az, AtAs we Ay, AA; we A; wakalar garassyz
(bagly dél) wakalrdyr

Garassyz wakalaryn dhtimallyklarynyn kdpeltmek teoremasy.

Teorema: Bagly dil (garassyz) A we B wakalaryn bilelikde yiize ¢ykmagynyn

dhtimallygy sol wakalaryn dhtimallyklarynyi kopeltmek hasylyna dendir, yagny
P(AUB)=P(A)-P(B)

Subudy: A-wakanyn yilize ¢ykmagy licin gecirilydn synaglaryit umumy sanyny n-

bilen belldlin, A-wakanyn ylize ¢ykmagyna yardam edyin elementar wakalaryn sanyny

m; B-wakanyn yiize ¢ykmagy iigin gecirilydn synaglaryn umumy sanyny m bilen

bellédlin, B-wakanyn yiize ¢ykmagyna yardam edyidn elementar netijelerini sanyny m;

diyelin (n;<n; m<m;) onda P(A):%, P(B):% bolar.

Diymek dhtimallygyn kesgitlemesine gord P(AB) = % bolar,
Onda
n, m,
P(AB) = —-.—L = P(A)- P(B)
n m

ya-da
P(AB) = P(A)- P(B).
Mysal. Iki tefine bir bada zynylanda gerbin bilelikde yiize ¢ykmagynyn
dhtimallygyny tapmaly.
Coziilisi.  Birinji tefiiede gerbin yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy P(A)=1/2, ikinji
teiinede gerbin yiize ¢cykmagynyi dhtimallygy P(B)=1/2. A we B wakalar

bagly dil, sonun ii¢in yokardaky teorema esasynda
11 1
PART Ty
Teorema 2. Toplumlayyn garassyz (bagly dél) birndce Aj,AzAs,...,Ar wakalaryi
bilelikde yiize ¢cykmagynyn dhtimallygy sol wakalaryn dhtimallyklarynyn
kopeltmek hasylyna dendir, yagny
P(A1,Az,...,AN)=P(A1)*P(A2)*.. *P(A,).

Indi gogsmak we kopeltmek teoremalarynyin bilelikde ulanylysyna mysal getirelini.
Mysal. Ozara garagsyz (bagly dil) ii¢ sany A,A;,A; wakalary yiize ¢ykmagynyii
dhtimallyklary degislilikde P1,P2,P3 bolsun. Sol wakalarynn difie birinin
yiize ¢cykmagynyn dhtimallygyny tapmaly.
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Coziilisi.  Dine birinji A; wakanyn yiize ¢ykmagy (A ,A,A,) (birinji yiize ¢ykyp
beyleki ikisinin yiize ¢ykmazlygy) wakanyn yiize ¢gykmagyna dengiiyclidir.
Bellik girizeli:
Bi1=A A, A, dine A; wakanyn yiize ¢cykmagy
B,=A A, A, dine A, wakanyn yiize ¢cykmagy
Bs=A A A, dine A; wakanyn yiize ¢cykmagy
Seylelikde Ai,Az,As wakalaryn difie birininn yiize ¢ykmagynyn dhtimallygyny tapmak
ticin P(B1+B2+B3) dhtimallygyny, yagny B1,B;,Bs wakalaryni haysy hem bolsa birinini
(tapawudy yok) yiize ¢ykmagynyn dhtimallygyny tapmaly bolyarys.
B1,B2,Bs wakalar sygysmayan wakalar bolany ii¢in gosmak teoremasyndan peydalanyp
alarys:
P(Bl'l‘Bz+B3)=P(Bl)+P(Bz)+P(Bg)

Indi bolsa Bi,B;Bs; wakalaryn her birinin &htimallygyny tapmak gerek.A1,Az Az
wakalar bagly dél,sonui ticin A1,A2,Az wakalar hem bagly déldirler,onda &htimallygyn
kopeltmek teoremasyndan peydalanyp alarys:

P(B,)) = P(A1K2K3) = P(A1)P(K2 )P(K3) =P19.9;
Sonun yaly-da

P(B,) = P(K|A2K3) = P(KI)P(AZ )P(K3) =q,P29;

P(B;) = P(K1K2A3) = P(KI)P(K2 )P(A;) =q,9,p;
Seylelikde A1,Az,As wakalaryn difie birinin yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy su asakdaky
formula boyunca tapylyar

P(B1+B2+B3)=p10203+01P203+0102P3.
Bu }'Ierde plzp(Al), pZZP(Az), p3:P(A3)
0:=P(A1), 02=P(A2), 0s=P(As)

Sertli dhtimallyk.

Goy A we B wakalar garasly (biri-birine bagly) bolsunlar, yagny bagly
wakalaryn kesgitlemesinden bir wakanyn yiize ¢ykmagynyn &htimallygy beyleki
wakanyn yiize ¢ykmagyna ya-da ¢ykmazlygyna bagly bolup duryar. Sonun {i¢in hem
eger bizi B wakanyn dhtimallygy gyzyklandyryan bolsa, onda bize A wakanyn yiize
cykandygyny ya-da ¢ykmandygyny bilmek zerurdyr.

Kesgitleme. B wakanyn dhtimallygy A waka eyydm bolup gegenden son hasaplanan
bolsa, onda ona B wakanyn sertli dhtimallygy diyilyér. Ol seyle bellenyér
Pa(B).

Meselem. Gutyda 3 sany ak we 3 sany gara sar bar bolsun. Gapdan 2 gezek yeke-

yekeden yzyna goymazdan sar c¢ykarylyar. Ikinji synagda ak saryn (B waka)

cykmagynyn dhtimallygyny tapmaly, Eger 1-nji synagda gara sar ¢ykan bolsa.

Coziilisi.  Birinji synagdan soni 5 sar galar. Olaryn 3-si ak sar bolar. Onda ikinji

synagda ak saryn yiize ¢cykmagynyn dhtimallygy (B wakanyn sertli dhtimallygy) yagny

gozlenyan dhtimallyk Pa(B)=3/5-¢ den bolar. Eger Pa(B)=P(B), Ps(A)=P(A) bolsa,

onda A we B bagly déldir.
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Garasly (6zara bagly) wakalaryn dhtimallyklary kopeltmek.

Goy A we B wakalar 6zara biri-birine garagly (6zara bagly) wakalar bolsunlar, sonun

yaly-da olaryn dhtimallyklary P(A) we sertli Pa(B) belli bolsun. Su iki sany 6zara bagly

wakalaryn bilelikde yiize ¢gykmagynyn dhtimallygyny néhili tapmaly?

Teorema. Iki sany oOzara bagly A we B wakalaryn bilelikde yiize ¢ykmagynyn
dhtimallygy sol wakalaryn birinin dhtimallygynyn beylekisiniii sertli
dhtimallygyna kopeltmek hasylyna defidir, yagny

P(AB)=P(A)PA(B) (1)
P(AB)=P(B)Ps(A) (2)
Bellik: Sertli dhtimallygy (1)-den tapsak P, (B)= IESAB)) anlatmany alarys.

Soniky denligi sertli dhtimallygyn kesgitlemesu hokmiinde alyp bolyar.

Subudy. Bellik girizelin:

n — A wakanyn yiize ¢gykmagu ii¢in gegirilyidn synaglaryili umumy sany, ni;- A wakanyn
yiize yardam edyén elementar wakalaryn sany (n;<n); m — A waka bolup ge¢enden son,
B — wakanyn yiize ¢ykmagyna yardam edyidn elementar wakalarynn sany, yagny ol
elementar wakalar AB — wakanyn yiize ¢ykmagyna yardam edyar (m<n;j)

A we B wakalaryn bilelikde yiize ¢ykmagynyn dhtimallygy:

P(AB)_n— m_m
n n n

Bu yerde =P(A), we — N = P, (B) bolyandygyny goz oiiinde tutup alarys

1
P(AB) = P(A)-Pa(B).

Netije. Birndge garasly (6zara bagly) wakalaryn bilelekde yiize ¢ykmagynyn
dhtimallygy sol wakallarynn birinii dhtimallygynyn beylekilerinii hemmesiniii sertli
dhtimallyklaryna kopeltmek hasylyna dendir, 6zem sonky wakalaryn dhtimallyklary
olaryn 6ziinden onki wakalar bolup ge¢enden son hasaplanan bolmaly:

P(A1A2A3. . An) =

P(A1)-Pai1(A2)-Pai1az(Asz)...Paiaz.. an-1(An).

Bu yerde Paiaz. an-1(An) — Ay wakanyn A1A;...An1 wakalar bolup gegcenden son
hasaplanan dhtimallykdyr.

Hususy halda ii¢ sany A, B, C garasly (6zara bagly) wakalar {icin asakdaky yaly
yazyp bolyar

P(ABC) = P(A)Pa(B)Pas(C).

Mysal. Gapda 5 sany ak, 4 gara, 3gok sar bar. Gapdan totini yagdayda 3 sar
cekip alynyar. Gykarylan sarlar yzyna gaytarylmayar. Onda birinji synagda ak saryn (A-
waka), ikinji synagda gara saryn (B-waka), ligiinji synagda gok saryn (C-waka), yiize
cykmagynyn dhtimallygyny tapmaly ?

Cozillisi, Serte gord P(A)=%, PA(B)=%, PAUB(C)z% bolar. Onda gbzlenyin

dhtimallyk formula gora
5 4 3 1
P(ABC) = P(A)P, (B)Pyy(O) = 1" 1110 = 03

bolar.
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Sygysyan wakalaryn dhtimallyklaryny
gosmak.

Goy A we B sygysyan wakalar bolsunlar, sonuni yaly-da ol wakalaryii we olaryn
bilelikde yiize ¢cykmagynyi dhtimallyklary belli bolsun. Onda (A+B) wakanyn, yagny A
ya-da B wakalaryi ifi bolmanda birinini yiize ¢ykmagynyn dhtimallygyny nahili tapmaly
?

Bu soraga asakdaky teorema jogap beryir.

Teorema: Iki sany sygysyan wakalaryn il bolmanda birinit yiize ¢ykmagynyi
dhtimallygy, sol wakalaryn &htimallyklarynyii jeminden olaryii bilelikde yiize
cykmagynyn dhtimallygynyn ayratynlygyna deiidir, yagny

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)

Subudy: Serte gord A we B wakalar sygysyan, onda (A+B) wakanyn yiize ¢cykmagy

{icin 3 sany sygysmayan AB. AB we AB wakalaryi biri yiize ¢ykmaly. Onda
sygysmayan wakalar ii¢in gosmak teoremasy esasynda
P(A+B)=P(AB)+P(AB)+P(AB) (1)
Bolar. Eger AB ya-da AB wakalaryi biri yiize ¢yksa, onda A waka hem yiize cykyar.
Onda gosmak teoremasy esasynda
P(A)=P(AB)+P(AB)
Bu yerden
P(AB)=P(A)-P(AB) (2)
Sonuii yaly hem
P(B)=P(AB)+P(AB)
Bu yerden
P(AB)=P(B)-P(AB) (3)
Seylelikde (2) we (3) (1) denilige goyup alarys
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB) (4)
Bellik: Eger A we B 6zara bagly dél bolsalar
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A)-P(B).
Bellik 2:  Eger A we B 6zara bagly bolsalar
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A)-PA(B) (5)
Sonun yaly-da, eger A we B sygysmayan wakalar bolsalar, onda olaryn bilelikde yiize
cykmagynyn dhtimallygy P(AB)=0 bolar, onda
P(A+B)=P(A)+P(B)
Diymek (5) formula sygysyan we sygysyan dil wakalar iigin dogrudyr.
Mysal. Atysykda birinji we ikinji atyjynyn nysana degmegini dhtimallygy
degislilikde p1=0,7;p2=0,8 bolsun. Bir bada atylanda, i bolmanda birinii nysana
degmegin dhtimallygyny tapmaly ?
Cozlisi. P(AB)=P(A)-P(B)=0,78-0,8=0,56
Onda
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)=0,7+0,8-0,56=0,94.
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Doly dhtimallygyn formulasy.

Eger-de A waka, dine sygysmayan we doly topary emele getirydn B1, B,..., B,
wakalaryn biri yiize ¢ykanda yerine yetydn bolsa, sonun yaly hem Bj, Bs..., By
wakalaryn hem-de A — wakanyn sertli dhtimallyklary, yagny P(B;), P(B>)...P(Bn) we
Ps1(A), Pg2(A),..., Pen(A) belli bolsa, onda A wakanyn &htimallygy Bi, B,..., B,
wakalaryn dhtimallyklarynyn A — wakanyn degisli sertli dhtimallyklaryna kopeltmek
hasylynyn jemine dendir, onda A wakanyn dhtimallygyny hasaplamak iigin gosmak
teoremasyndan peydalanyp alarys:

P(A) = P(B1) Pg1(A)+P(B2) - Pg2(A)+...+P(Bpn) - Pen(A).
ya-da

P(A) = Z;P(Bi)PBi (A)

''''''

Subudy. Serte gord B1,B,,...,.B, sygysmayan wakalar. A wakanyn ylize
cykmagy tlicin B1A,B7A,...,BhA wakalaryn haysy-da bolsa biri yiize ¢cykmaly
P(A)=P(B1A)+P(B,A)+P(BsA)+...+P(B,A)

Bu yerde gosmak teoremasyndan peydalandyk. Indi bagly bolan wakalar {licin

gosulyjylaryn her birine kopeltmek teoremasyny peydalanyp alarys

P(B1A)=P(B1)Pgi(A), P(B2A)=P(B2)Ps2(A),..., P(BrA)=P(B,)Psn(A)

Seylelikde asakdaky formulany alarys

PA)=P(B1)Pg1(A)+P(B;)Pg2(A)+...+P(Bn)Psn(A)

Mysal. Detalynn iki toplumy bar. 1-nji toplumdan alnan detalyn hilinii
gowylygynyn dhtimallygy 0,8-e¢ deni, 2-nji iicin bolsa 0,9. Islendik
toplumdan alnan islendik detalyn gowy hilli bolmagynyn
dhtimallygyny tapmaly.

Cozlisi. Goy A waka detalyn hilinin gowydygyny anladyan bolsun. B; wakak

sol detalyn birinji toplumdan alnandygy, B, waka bolsa ikinji toplumdan

alnandygyny anladyan bolsun. Onda

1 1
P(B,) :Ea P(B,) :E-

Birinji toplumdan gowy detal alnandygyny anladyan sertli ahtimallyk Pg;(A)=0,8
Sonun yaly-da Pg2(A)=0,9.

Onda doly dhtimallygyn formulasy esasynda
P(A)=P(B1)Psi(A)+P(B,)Ps2(A)=0,5*0,8+0,5*0,9=0,85.

Gipotezanyn dhtimallygy. Beyesin formulasy.

Goy A waka doly topary emele getiryan B1,By,...,Bn sygysmayan wakalaryn biri
yize c¢ykanda yerine yetydn bolsun. Emma oniinden sol Bi1,B,,...,.Bn wakalaryn
wakanyn dhtimallygy doly dhtimallygyn formulasy bilen hasaplanyar. Onda B1,B,,...,B,
wakalaryn sertli dhtimallyklaryny yagny Pa(B1),Pa(B2),...,Pa(Bn) dhtimallyklary néhili
tapmaly ?

[1ki bilen Pa(B1)- sertli dhtimallygy tapalyn.
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Sonui tigin dhtimallygyn kopeltmek teoremasyndan peydalanyp tapyarys

P(ABl)P(A)sz(Bl) }'/a—da P(ABl)zp(Bl)PBl(A)

Sonky iki denilikden
_ PB)Py(A)
P,(B)) = P(A) formulany alarys.
Sonun yaly-da
_ P(B,)P, (A)
P,(B,)= P(A)
Seylelikde
P.(B)= P(B;)Py (A)
AT P(B))Py (A) + P(B,) Py, (A)+.. +P(B, )Py, (A)
ya-da
P,(B,) = HP(Bi)PBi(A) (i=1,n)
2, P(B))Py (A)
Bu formula Beyesiii formulasy diyilyar. Ol 1764y. iilis alymy Beyes tarapyndan ilkinji
gezek agylyar.
Mysal. Priboryn dowiilmegi (A waka) 3 sany sebédplerint birinden bolmagy

mumkin olary B1,B2,B3 diyip belleyiris. Olaryn dhtimallyklary dyry-ayrylykda berlen
bolsun, yagny P(B1),=0,7; P(B,)=0,2; P(B3)=0,1.

Su sebéplerin barlygynda priboryn dowiilmegi asakdaky dhtimallyk bilen bolup gegyar
Pe1(A)=0,1; Pg2(A)=0,2; Pg3(A)=0,99. Priborynn dowiilendigi belli bolsa, onda Pa(B:),
Pa(B2), Pa(B3) dhtimallyklary tapmaly ?

Coziilisi.  Beyesin formulasyndan peydalanyp tapyarys

P (B ): P(Bl)PBl(A) =
H P(B,)Pay (A) + P(B, )Py, (A) + P(B;)Pyy (A)
0,7-01 7

0,7-01+0,2-02+01-099 13

Sonun yaly-da

0,2-02 4
013 13

0,1-099 0099 1

0,13 0,13 13’

PA (Bz) =

PA (Bs) =

Totéin ululyklar we olaryn gorniisleri.

1. Diskret we lizniiksiz totdani ululyklar.

Toténi ululyklar dhtimallyk teoriyasynyn esasy diistinjelerinin biridir.
Kesgitleme: Synagyn netijesinde sol ya-da basga bahany alyan ululyga totani ululyk
(nébell1).
To6téni ululyk dwrenilende ilki bilen gyzyklandyryan zat, ol hem onuii miimkin bolan
kop bahalary, yagny ol tiikenikli sanlayn kopliigi bolup biler.
To6téni ululyklar esasan iki bolege boliinyarler:
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a) Diskret toténi ululyk.
b) Uzniiksiz tétini ululyk.
Eger totdni ululygyn miimkin bolan bahalary tiikenikli sanlaryni kopliigini diizyan bolsa
(meselem biitin sanlaryn kopliigi), onda onun yaly totdn ululyklara diskret totdn
ululyklar diyilyar.
Meselem. 100 sany tdze dogan ¢aganyn iginde oglanlaryn sany. Ol t6tdn ululykdyr;
onunl miimkin bolan alyp biljek bahalary 0,1,2,...,100.

Eger kabir tiikenikli ya-da tiikeniksiz aralykda (ya-da san okynyn kesiminde)
Meselem.  Elektrik lampasynyn kemgiliksiz isleyan wagty [0,T].
Bu yerde T elektrik lampanyn maksimal isleydn wagtyny anladyar. Totdn ululyklar uly
X,Y,Z, ya-da &mn,x,t we s.m. harplar bilen bellenilyir. Emma olaryn alyp bilyén
miimkin bolan bahalaryny x1,X2,Xs,... diyip belleyérler.

Totian ulylygyn dhtimallygynyn
paylanys kanuny.

Diskret totdn ulylygyn berilmegi ti¢in onunt dine hemme miimkin bolan, alyan
bahalaryny we onun dhtimallyklaryny gorkezmek gerekdir.

Diskret totdn ulylygyn hemme miimkin bolan, alyan bahalarynyn we olaryn
degisli dhtimallygynyn arasyndaky arabaglanysyga sol totdan ulylygyn paylanys kanuny

''''''

berilyér

X1 X2 Xn
X

P1 P2 Pn

P

Tablisanynl birinji hatarynda, totdn ulylygyn alyan bahalary, ikinji hatarda bolsa onun
degisli dhtimallyklary yerlesdirilendir.

Su yerde X=x1, X=Xy, ... , X=Xp-wakalar doly topary diizydn wakalardyr. Sonun {i¢in
hem

p,+p,+..+p,.=1, ya-da >p, =1.
i=1l

Diskret totdni ulylygyn miimkin bolan, alyan bahalary we onun dhtimallyklary sol toténi
ulylygyn paylanys kanunyny doly hésiyetlendiryar.

Diskret totini ulylygyn paylanys kanunyny grafiki hem sekillendirip bolar. Onun iigin
gonibur¢ly koordinatalar ulgamsynda Mi(X1,p1), Ma(X2,p2), ... , Mn(Xn,pn) nNokatlary

guryarys.
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M,
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Integral paylanys funksiyasy.
Belli bolsy yaly, diskret totani ulylygy, ol ulylygyn miimkin bolan bahalary xi,X2,...,Xn
we degisli dhtimallyklarynyn pi,pz,...,pn tsti bilen bermek mimkin.

Uzniiksiz tétiani ulylygy ol ulylygyn miimkin bolan bahalarynyn we ona degisli
bolan ahtimallyklarynyn iisti bilen bermek miimkin dal.

Goy x hakyky san bolsun. X totdni ulylygyn x-dan kici bahalary kabul
edyindiginin, (X<x) wakanyn dhtimallygy, x gord funksiya bolar, ony F(x) diyip
belleyiris. Onda P {X<x}=F(x) bolar.

Bu F(x) funksiya &htimallygyn integral paylanys funksiyasy diyilydar. Eger F(x)
lizniiksiz bolsa, onda X t6tdni ulylyk tizniiksizdir.
2. Integral paylanys funksiyanyn hésiyetleri.
1) Paylanys funksiyanyn bahalary [0,1] kesimin i¢indedir, yagny

0<F(x)<1.
2) F(x) kemelmeyan funksiyadyr, yagny F(x2)>F(x1) eger-de x>X.
Subudy. Goy x2>X1 bolsun. (X<x;) diyen (wakany) tassyklamany 2 sany
sygysmayan waka hokmiinde seredip bolar.
a) (X<x;) wakanyn dhtimallygy P(X<x1);
b) (x1<X<X) wakanyn dhtimallygy P(x;<X<X;). Bu wakalar sygysmayan wakalardyr.
Sonun {i¢in gogsmak teoremasy esasynda P(X<x;)=P(X<xX;)+P(X1<X<X>)
Onda bu yerden
P(X1£X<X2):P(X<X2)-P(X<X1)
ya-da P(X;<X<X2)=F(X2)-F(X1)
emma F(X2)-F(x1)>0 ya-da F(x2)>F(X1).
a) Eger X totéini ulylyk (a,b) aralykda baha alyan bolsa, onda

P(a<X<b)=F(b)-F(a).

Mysal. X toténi ulylygyn integral funksiyasy berlen:

0, eger x<-1,

F(x) = ix+l, eger -1<x<3,
4 4
1, eger x>3.

Synagyn netijesinde X totdni ulylygyn (0,2) interwalda baha alyandygynyn
dhtimallygyny tapmaly.

PO< X <2}=F(2)-F(0) :G*zﬁj—(%*mﬂ:%;

P{O<X<2}:%.
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b) Eger X totdni ulylygyn alyan bahalary (a,b) aralyga degisli bolsa, onda (X<a)
wakanyn dhtimallygy nula dendir, (X>b) wakanyn dhtimallygy bolsa bire defidir, yagny

<
F() = {O, eger x<a,
1, eger x>h.

Integral funksiyanyn grafigi.
Eger x<a bolsa grafigin ordinatasy nula dendir, eger x>b bolsa, onda grafigii ordinatasy
bire denidir. Ol grafik asakdaky yaly bolar

A
F(x)=1
F(x)=0 |
¥ a . b R
P(a<X<b)=F(b)-F(a).
Mysal. X totani ulylygyn integral funksiyasy berlen:
0 eger x<-1
F(x) = —x+%, eger -1<x<3
1 eger x>3

Synagynn netijesinde X totdni ulylygyn (0,2) interwalda baha alyandygynyn
dhtimallygyny tapmaly.

P{O< X <2}= F(Z)_F(O):(%*ZJFEJ_(%*(H%):%;

P{O<X<2}=%.

b) Eger X totdni ulylygyn alyan bahalary (a,b) aralyga degisli bolsa, onda (X<a)
wakanyn dhtimallygy nula dendir, (X>b) wakanyn dhtimallygy bolsa bire dendir, yagny

F(x) = 0, eger Xx<a,
1, eger Xx>h.

Integral funksiyanyn grafigi.

Eger x<a bolsa grafigin ordinatasy nula dendir, eger x>b bolsa, onda grafigin ordinatasy
bire denidir. Ol grafik asakdaky yaly bolar
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F(x)=0

a

v

Uzniiksiz totidn ulylygyi paylanysynyi differensial funksiyasy.
Kesgitleme. Integral funksiyanyn 1-nji tertipli Oniimine, sol lizniiksiz t6tdn ululygyn
sifferensial funksiyasy diyilyar we ol f(x) bilen belgilenyir, yagny
F'(x)=F(x).
Bu deilikden gorniisi yaly F(x) integral funksiya, f(x) differensial funksiyanyn asyl
funksiyasydyr. Differensial funksiya f(x)-a dhtimallygyii dykyzlygy hem diyilyér.
Differensial funksiyanyn hasiytleri.
1) Uzniiksiz X t6tin ulylygyii (a,b) aralkdaky baha alyandygynyi dhtimallygy asakdaky
yaly kesgitlenyir:

P{fa <X <b}= jf(x)dx.

2) Eger f(x) belli bolsa, onda F(x) asakdaky formula boyunca tapylyar
F(X) = [f(qdx.

3) Differensial funksiya otrisatel déldir: f(x)>0.
4) Differensial funksiyadan -co-den +oo genli alnan hususy dél integral bire dendir:

Tf(x)dx =1.

Totani ulylyklaryn san hrekteristikalary
we olaryn hisiyetleri.

1. Totdni ulylygyn san harakteristikasy,

Bize belli bolsy yaly, tétdani ulylygyi paylanys kanuny ony doly hisiyetlendiryar.
Yone kop halatlarda paylanys kanuny belli dil, sonufi {igin hem tétéini ulylyk barada az
maglumatlar bilen c¢dklenmeli bolyar. Kébir halatlarda bolsa, totdni ulylygy jem
gorniisde hisiyetlendirydn sanlary ulanmaly bolyar. Ol sanlara totdni ulylygyn san
harakteristikasy diyilyar.
San harakteristikalaryn mohiimlerinin biri hem, matematik garasmadyr. Matematik
garagma totdni ulylygyn takmynan orta bahasyna didir. Kop meseleler ¢oziilende onuni
matematik garasmasyny bilmek yeterlikdir.

Kesgitleme. Diskret totdni ululygyn hemme miimkin bolan bahalaryn, onun degisli
dhtimallyklaryna kopeltmek hasylynyil jemine, sol totdni ululygyh matematik
garasmasy diyilyar.

Goy X totdni ululygyn alyan bahalary x1,X2,X3,...,.Xn bolsun, olarynl degislilikde
dhtimallyklary p1,p2,p3,....pn bolsun. Onda X t6téni ululygyn matematik garasmasy —
MX (ol MX bilen bellenilyér) asakdaky denlik bilen kesgitlenyér :
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MX:Xipi+X2p2+"'+xnpnzzxipi (1)

i=1
Matematik garasma — MX hemiselik sandyr.
Mysal. X — totani ululygyn paylanys kanuny asakdaky tablisa bilen berlen:
X 3 2 1
P 01 06 0,3
Onui matematik garasmasyny tapmaly.
Coziilisi. MX=3*0.1+2*0.6+1*0.3=0.3+1.2+0.3=1.8

Matematik garagsmanyn hisiyetleri.

1) Hemisgelik sanyn matematik garasmasy' sol sanyn 6ziine dendir, yagny MC=C.
2) Hemiselik sany matematik garasma alamatynyn dasyna ¢ykaryp yazyp bolyar, yagny

M(CX)=C*MX
3) Ozara bagly dil X we Y tétini ululyklaryn kopeltmek hasylyna dendir, yagny

M(X*Y)=MX*MY
Subudy: Goy X we Y totani ululyklaryn paylanys kanunlary asakdaky tablisa
gorniisde berlen bolsun

X X1 X2 Y Y1 Y2

P pr P2 q O 0O
Onda (XY) totani ulylygyn miimkin bolan bahalary x1y1  Xay2 Xay1 Xiy2 Xoy2 bolar,
seylelikde onunl paylanys kanuny asakdaky yaly bolar.

XY X1Y1 | X2Y1 | X1Y2 | X2Y2

PQ | P101 | P2Qs | P102 | P20

Seylelikde
M(XY)=X1Y1Pp101+X2Y1P201+X1Y2P102+X2Y2P2Y2=Y101 (X1P1+X2P2)+Y202(X1Pp1+X2Pp2)=(X1p1+
X2P2)(Y101++Y202)=MX-MY
Sonun yaly
M(X1X2Xn):MX1 MXzMXn

Iki sany X we Y toténi ulylygyn jeminiii matematik garasmasy, sol totdni ulylyklaryn
matematik garagmalarynyn jemine deiidir, yagny
M(X1Y)=MX£tMY.
Sonun yaly hem
M(Xli Xgi... + Xn): MXli MXzi...i MXn
Diskret totdni ulylygyn matematik garagmasynyn dhtimallyk garasmasynyi dhtimallyk
manysy asakdakydan duryar. Goy X toténi ulylyk x1,X2,...,Xn bahalary alyan bolsun, sol

+ X, +...+X
172 " pholsun.

bahalaryn orta arifmetik sany X

Ahtimallyk manysy n uly béldiigyca M(X) matematik garasma orta arifmetik baha drin

yakyn bolyar we sol sebdbe gord matematik garasma, totdni ulylygyn orta arifmetik

bahasy diyilyar. Yene-de bellemeli zat, matematik garagma totani ulylygyn hasiyetlerini
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hisiyetlendirydn sandyr. Basgaca aytsak synagyn netijesinde alnan bahalaryin durnukly
orta arifmetik sanydyr.

Diskret totdn ulylygyn dispersiyasy we onuil hisiyetleri.

Diirli miimkin bolan bahalary alyan, emma bir mefizes matematiki garasma eye
bolyan t6tini ulylyklara dus gelyaris.
Meselem. X we Y toténi ulylyklaryn paylanys kanunlary tablisa gorniisde berilipdir:

X -5 5 Y -100 100

P 05 05 p 05 0.5
Matematik garasmasyny tapalyn

MX=-5*0.5+5*0.5=0

MY=-100*0.5+100*0.5=0

Bu yerde iki totdni ulylygyin hem matematik garasmasy birmeiizes. Matematik garasma
totani ulylygy doly héasiyetlendirip bilmeyér. Bu yagdayda totini ulylygyi beyleki san
harakteristikalaryndan peydalanmak gerek bolyar.

Onun yaly san harakteristika hem dispersiyadyr.

Dispersiya gecmezden oOniirti totdni ulylygyn oOziinin matematik garagsmasyndan
gysarmasyna seredelin.

1) Totén ulylygyn 6ziiniti matematik garasmasyndan gysarmasy.

Goy X- totdn ulylyk, MX- onun matematik garasmasy. Onda (X-MX) tapawudy
(tize) basga totdn ulylyk gorniisinde seredelin. Ol totan ulylygyn paylanys kanuny
asakdaky yalydyr:

X-MX X1-MX Xo-MX L Xn-MX
P P1 P2 . Pn
(X-MX) garagsmanyn matematik garasmasy nula dendir, yagny
M(X-MX)=MX-M(MX)=MX-MX=0.

Dispersiya we onuii hdsiyetleri.
Kesgitleme. X t6tani ulylygyndzinin matematik garagsmasyndan gysarmasynyn
kwadratynynt matematik garasmasyna sol X totdni ulylygyn dispersiyasy diyilyar we ol
seyle bellenyar:

DX = M[X - MX[ (1)
Eger X totédni ulylygyn paylanys kanuny

X1 | X2 | ...ue Xk | eeens
X

PlP1|P2|... Pk | -....

Bolsa, onda (X-MX)? tétini ulylygyh paylanys kanuny asakdaky yaly bolar

, (X1- (X- | e Xk | e
(X-MX) MX)2 | MX)? MX)?

P P1 p2 | ... P | ..o

38



Diymek, onda matematik garasmanyi kesgitlemesinden
DXzMM—MXinNQ—MM”& (2)
k=1
Dispersiyany hasaplamak ti¢cin kopleng asakdaky (3) formulany peydalanyarlar
DX = 3 (%, ~MX)2- p, = 3" (x2 = 2%, - MX + (MX)?)p, = 3" %% —p, —2MX -
k k

D X P H(MX)2D P =D xE -py —2MX - MX + (MX)? = MX 2 — (MX)?
k k

yagny

DX=MX2-(MX)? (3)
Bu yerde

2 X2 | x2 | ... X2 | s

PlP1|P2|... Pk | ...
Diymek

Dispersiyanyn kébir hésiyetleri.
1) Hemigelik ulylygyn dispersiyasy nula dendir. Hakykatdanda
DC=M[C-MC]?>=M(C-C)?*=M0=0.
2) C=const bolsa
DCX=C?-DX.
Dogrydanda
DC=M[CX-M(CX)]*=M(C(X-MX)]?>=C2-M[X-MX]>=C?-DX.
3) D(X+Y)=DX+DY. (eger X we Y garassyz bolsalar).
4) D(X-Y)=DX+DY.
5) D(X-Y)=DX-DY
Eger-de MX=0, MY=0, yagny X we Y merkezlesdirilen totini ulylyklar bolsalar.

Orta kwadratik gysarma.

Kesgitleme. X totidni ulylygyn dispersiyasyndan alnan kwadrat koke sol X totédni

''''''

o(X) =+/DX.

Uzniiksiz tétin ulylyklaryfi san harakteristikalary.

Belli bolsy yaly diskret totdni ulylygyn matematik garagsmasy
MX=X; Py +X, Py + et Xy Py 00 = DX, Py
k=1

formula boyunga hasaplanyar. Emma {izniiksiz totdni ulylyk iicin matematik garagsma
asakdaky formula boyunca hasaplanyar:

MX= Tf(x)dx (1)

yagny X totani ulylygyn miimkin bolan alyan hemme bahalary x okunyn doly iistiinde
yatyan bolsa, eger-de X totdni ulylygyn alyan bahalary (a,b) interwalda yatyan bolsa,
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onda
MX = [ f(x)dx (2)

Suntia menzeslikde tizniiksiz totdni ulylygyn dispersiyasy, asakdaky formula
boyunca kesgitlenyar:

DX:T(X—MX)Zf(X)dX (3)
Hususy yagdayda B
DX:I(X—MX)Zf(x)dx (4)

Diskret totdni ulylykdaky vyaly dispersiyadan alnan kwadrat koke orta kwadratik

gysarma diyilyir, yagny o(X) = /DX

Bellik 1.  Matematik garasma we dispersiyanyn diskret totdni ulylyk ti¢in berlen
hisiyetleri bu yerde hem saklanyar.

Bellik 2.  Dispersiyany hasaplamak ti¢in

DX = szf(x)dx —[MX]?
ya-da h
DX = [ x*f (x)dx ~[MX]*

formulalary getirip ¢ykarmak kyn dildir.

Ulgamyin EHM-de statistiki modelirlenilmesini gurnamak
Ulgamyi statistiki modelirlenilme usulynyin umumy hésyetnamasy.

Masyn modellerini gurmakda we amala agyrmakda ulgamy dermegin we
taslamagyn etabynda toténleyin sanlary ulanmaklyga, yagny dhtimallyklaryn berlen
paylanmasy bilen kabir tétanleyin ullulyklaryin miimkin bolan &hmiyetine esaslanyan
statistiki synaglaryn usuly giiiden ulanylyar. Statistiki modelirleme 6ziinde
modelirlenilyan ulgamda bolup gecyén, proses baradaky statiki berilenleri EHM komegi
bilen almagyn usulyny saklayar.

Dasky gursawnyn tésiriniii E hasaby bilen modelirlenilyin ulgamyn hésyetlerini
bahalandyrmagyi bildirilyén gyzyklanmasyny almaklyk {icin statistiki berilenler
islenilip bejerilyir we matematiki statistika usullaryny ulanmaklyk bilen
klassifisirlenilyar .

Seylelik bilen statistiki modelirleme usulynyii manysy, derielyén ulgamyn S
funksionirleme prosesi ii¢in totanleyin giriji tdsirlenmelerin we dasky gursawnyn
tasiriniil hasaby bilen ulgamyn elementlerinin 6zlerini alyp barsyny tésirini imitirleyji,
kabir modelirleyji algoritmi gurmaklykda we EHM meyilnamaly — tehniki serisdelerini
ulanmaklyk bu algoritmik amala agyrmasynda jemlenydér.

Statistiki modelirleme usulyny , ulanmaklygyn iki oblastyny
tapawutlandyryarlar:

1) Stohastiki ulgamy 6wrenmeklik {igin

2) Determenirlenen meseleleri ¢ozmeklik tigin
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Statistiki modelirleme usuly bilen determenirlenen meselesini ¢6zmeklik ti¢cin
ulanylyan esasy pikir , dementirlenen meseléni kibir stohastiki ulgamyn ekwiwalentli
shemasy bilen ¢alysmaklyk bolup duryar, sonkynyn ¢ykyjy hdsiyetnamalary
dementirlenen meseldni ¢ozmegin netijesi bilen gabat gelyar. Elbetde , calysylmada
meseldni takyk ¢ozmegin yerine takmyny ¢ozgiit alynyar we yalilyslyk synaglaryn
sanynyn ulanmagy bilen kemelyir.

Ulgamy S statistiki modelirlemegiii netijesinde statistiki islenilip bejerilmesi
hakyky obyektini 6ziini, alyp barsy ya-da wagtyn erkin pursatlaryndaky prosess barada
maglumat almaga miimkingilik beryér, funksiyasynyn ya-da gozlenilyan ululygyn
hususy dhmiyetleriniil seriyasy emele gelyar. Eger amala agyrman mukdary N yeterlikli
yokary bolsa, onda ulgamy modelirlemegin alynan netijeleri statistiki durnuklylyga eye
bolyarlar we yeterlikli takyklyk bilen ulgamy S funksionirlemek prosessinii
gbzlenilydn hasyetnamalarynyil bahasy hokmiinde kabul edilip biliner.

Emeli totianleyin sanlar we olaryin masynly generasiyasynyn proseduralary.

Ulgamy statistiki modelirlemekde esasy meselelerin birisi stohastiki tdsirlenmeleri
hasaba almak bolup duryar. EHM-da modelirlenyén algoritmini amala asyrylmagynda
ulgamy S funksionirlemek prosesinin hisiyetnamasyna statistiki durnukly bahany almak
icin ulanylyan, totinleyin sanlaryit mukdary, modelirleme netijeleriniii zerur bolan
takyklygy we ynamlylygyndan , bahalandyrylyan hisiyetnamaryn gorniisinden,
modelirleme obyektinin klassyndan baglylykda yeterlikli gin ¢éklerde aylanyar. EHM —
da statiki modelirleme usuly {i¢in operasiyalary kop sany hésiyetlidir, muna degislilikde
bolsa magynly wagtyn uly bolegi totdnleyin sanlar bilen tisirlenma harclanylyar.
Mundan bagga-da, statistiki modelirleméan netijeleri totdnleyin sanlaryn basdaky
(bazaly) yzygiderliklerin hilinden diiypli baglydyr. Sonun iicinem totéanleyin sanlaryn
yzygiderliklerinin talap edilydn hilde gérniise getirilmeginin yonekey we ykdysady
usullarynyn bolmagy ulgamy masynly modelirlenmesini tejribe taydan ulanmaklyk
miimkingiligini kopleng kesgitleyir.

EHM-de ulgamy statistiki modelirlemekde totinleyin sanlaryn yzygiderliliklerini
almagyn miimkingiliklerini we ayratynlyklaryna seredeliii Tejribede totinleyin sanlaryn
generasiyasynyn ii¢ sany esasy usuly ulanylyar;apparatly (fiziki) tablisali (faylly) we
algaritmiki (meyilnamaly). Apparatly usul. Generasiyanyn bu usulynda tétanleyin sanlar
yorite elektronly gogsmaga enjamly — EHM dasky gurulmalaryni biri hokminde gulluk
edyén, totidnleyin sanlaryn generatory bilen islenilip ¢ykarylyar. Seylelik bilen
generasiyanyi bu usulynyn amala asyrylmasy totdnleyin sanlaryn isldp ¢ykarma
boyunca EHM boyunca hasaplayys operasiyalaryny talap etmeyar, difie dagsky gurulma
yizlenme operasiyaly zerurdyr. Sanlaryn seyle generatorlarynyn esasynda yatan, fiziki
tasirlenme hokminde, kdpleng elektronly we yarymgegirijili abzallardaky sesler,
radioisjefi elementlerinifi dargama hadysalary we s.m. ulanylyar. Yarymgegirijili
abzallarda sesin tdsirine meselem esaslanan, gogsmaca enjamlardan tétdnleyin sanlary
almagyn esasyna seredelin.

Totanleyin sanlaryn apparatly generatorlarynyn diiziiligli shemasy 4.8, a suratda
getirilendir.

Bu yerde: MIII sesin ¢esmesi;
KC-agarly shema;
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OU-impulslary gorniise getiriji;
[1C-gaytadan hasaplama shemasy.

MIII shemada seslerin giiyglendirilmesini 4.8, b suratda wagtlayyn diogrammada
gorkezilen, totinleyin prosess bolup duryan, W1 (t) giisclenme bolyar. Ustesinede KC
komegi bilen (o,t) wagt interwalynda gorniise getirilen, Uk(t) sesli amala afiyrylman
kesimi, taglandylaryn totanleyin sanyny saklayar. Uy(t) giiyclenminin bosagaly Up
bilen denlesdirilmesi ®U ¢ykalgasynda Uy(t) impulslaryn seriyasyny gorntise
getirmige miimkingilik berydr. Onda [IC ¢ykalgasynda tétanleyin sanlaryn
yzygiderligi Xi(t) alynyp biliner. Meselem , masstablasdyrma gecirsekwe interwalyn
uzynlygyny birlik ii¢in (0,t) kabul etsek, onda wagt interwalynyn dhmiyeti Ati=tj;1-t;
gongy impulslaryil Uy(t) arasynda toténleyin sanlar X;€(0,1) bolar. Totdnleyin sanlaryn
apparatly generatorlarynyn beyleki shemaly ¢ozgiitlerin bolmagy hem ahmaldyr yone
totdnleyin sanlary almagyn apparatly usuly EHM- da ulgamy S modelirleme wagtynda
yzygiderligin hiline goniden — goni kepil gegmége, seylede modelirlemede sanlaryn
birmenzes yzygiderligini gaytadan almaga miimkingilik bermeyar.

Mu(t)
AL
Mu(t)
\4 " c (t) t
—] KC
Uc(t)
A\ 4
dU ! t
W(t) i
Hy(t) .
\4 ) n : |
e /\WMW/\/
Xi(t) EEREE

Surat. Toténleyin sanlary almagyn apparatly usuly .
Tablisali usul. Eger tablisa gorndsinde yazgy edilen, totdnleyin sanlary, olardan
ontinden degisli fayllary gorniise getirip, EHM dasky ya-da operatiw yatkesligine
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yerlesdirsek, onda bu usul tablisali diyilip atlandyrylyar. Yone EHM — da ulgamy
modelirlemede totdnleyin , sanlary almagyn bu usulyny, tablisalerin degerlikli uly
bolmadyk gowriimlerinde we haganda saklanys tlicin operariw yatkesligi ulanmak
miimkin bolanda sanlaryn degisli faylynda ulanmaklyk oniaylydyr. Statistiki
modelirleme prosesinde kdpleng halatda yiizlenisde dasky yatkeslikde fayly
saklamaklyk onayly ddldir. Sebidbi dasky yygnayja yiizlenmén zerurlygy sebépli
dasky yygnayja yiizlenmin zerurlygy sebépli ulgamy S modelirlemekde masynly
wagtyn harajatynyn diiypli ulalmagyna getiryar. Fayllary gurnamagyn dowiirleyin
usullarynyn bolmagy hem ahmaldyr , yagny ol hacanda operatiw yatkenilige bolekleyin
yzygider yazylanda. Bu dasky yatkeslige ylizlenmén wagtyny kemeldyér, yone ulgamy
S funksionirlemek prosesini modelirlemek {i¢in ulanyp bolyan , operatiw yatkesligin
géwriimini kemeldyir.

Algoritmiki usuly

Totanleyin sanlaryn yzygiderliklerini almagyn usuly yorite algoritmleriniii we olaryn
meyilnamalaryny amala asyryjylarynl komegi bilen EHM-da toténleyin sanlary gornise
getirmeklige esaslanandyr. Her bir tétdnleyin san EHM-da ulgamy modelirlemekde
zerurlyklaryn doremeginin ¢égi boyunga degisli meyilnamalaryn komegi bilen
hasaplanylyar.

Tablisal.

Usul Artyklygy Kemgiligi

Apparatly Sanlaryn dhtiyaclygy Yzygiderli barlamak
caklenmedik. gerek bolyar. Yzygiderligi
Hasaplayjy masynly doredip bolmayar yorite
operasiyalar az gurulmalar ulanylyar.
har¢lanylyar Durnuklylygy {ipjin etmek
Magynyii yatkesliginde boyunga ¢éreler zerur
yer tutmayar

Tablisali Bir gezek barlamak talap | Sanlaryn atiyaclygy
edilyar. caklenen.
Yzygiderliligi daretmek | Operatiw yatkeslikde kop
miimkin yeri tutyar ya-da dasky

yatkeslige yiizlenma wagt
gerek

Algoritmiki Bir gezek barlamak talap | Sanlaryn yzygiderliginin
edilyér dhtiyaclygy onunl dowri
Sanlaryn yzygiderligini bilen ¢dklenen
kop gezek doretrmek Masynly wagta diiypli
miimkin harajatlar
Masynyi yatkesliginde az
yer tutyar
Dasky gurulmalar
ulanylmayar.
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Ug sany agzalyp gecilen usullarynyh artyklylygy we kemgiligi defiesdirmeklik iigin 1.
tablisada berilendir.

Bu tablisaden gorniisi yaly, totédnleyin sanlary almagyn algoritmiki usuly
hemmetaraplayyn EHM — da ulgamy modelirlemekde tejribede has onaylydyr.

EHM — da ulgamy modelirlemekde islendik ¢ylsyrymlykly toténleyin
tasirlemeleriit meyilnamasy imitasiyasy, kabir standartly prosesleri generirlemeklige we
olarynl indiki funksional 6zgerdilmesine getirilydr. Diiypli aydylanda, bazaly
hokiiminde takyk ulgamy S modelirlemek yagdayynda islendik amatly prosess kabul
edilip biliner. Yone bazaly prosess diskretli modelirlemekde

{i}=01,......n

totanleyin sanlaryn dendlgegli paylanan (0,1) interwalda amala agsyrylmasyny 6ziinde
saklayar,

{Xi}=X0, X1, eevenen Xn

sanlaryn yzygiderligi, ya-da — statistiki terminde - ululyklaryn ahmiyetinin (0,1)
interwalda dendlcegli paylanan bas toplumyndan gaytadan saylamak bolup duryar.

Uzniiksiz tétdnleyin ululyk (a,b) interwalda denidlcegli paylanylsa eyedir , eger
onunt dykyzlyk (surat a) we paylanys suratb)) funksiyalary degislilikde asakdaky
gornlise eye bolsalar.

f(X):{l/(b—a),a<xsb}

0,x<a,x>bh:

F () :{(X—a)/(i);i)gas xsb}

Totanleyin ululygynn , X dhmiyeti kabul edyin, sanly hédsiyetnamasyny kesgitleyaris:
matematiki garagylma, dispersiya we orta kwadratly gysarma degislilikde:

M[&] = Txf (x)dx =jxdx/(b—a) =(a+h)/2;

D[] = [ (x—MI[£])* f (x)dx = (b—a)* /12

0& = +/D[¢] = (b—a)/ 243

EHM-de ulgamy modelirlemekde interwalyn aragdkleri a=0 we b=1 bolanda, (0,1)
interwaldaky totinleyin sanlar bilen is salysmaly bolyar. Sonun iiginem dendlcegli
paylanylsyn hususy yagdayyna seredelin, haganda dykyzlyk funksiyasy we paylanys
funksiyasy asakdaky gorniise eye bolanda:

10<x<],
f(x) =
0,x<0,x>1
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0,x,< 0,
F(X) =4%Xx,0< x<1,
1, x>1

Seyle paylanylma matematiki garasylma M[&]=1/2 we dispersiya D[&]=1/12
eyedir.

Bu paylanylysy EHM-da almaklyk talap edilyir. Yone ony sanly EHM-da
almaklyk miimkin dél, sebidbi masyn n — razryadly sanlar bilen operirleyér. Sonun
ticinem EHM-da (0,1) interwally dendlcegli tétdnleyin sanlarynl tizniiksiz toplumynyn
yerine sol bir interwaldaky totanleyin sanlarynl diskretli yzygiderligini 2" ulanylyar.
Seyle yzygiderli paylanmagyn kanunyny kwazidendlgegli paylanma diyip atlandyrylyar.

F(x) F(X)

1/(b-a) 1

0

a b X a b

Surat To6ténleyin ululyklaryn dendlgegli paylanmasy.
(0,1) interwalda kwazidendlcegli paylanylsa eye bolan, totinleyin ululyk &,
Pi=1/2", 1=0,2"-1
Ahtimallykly X;=i(2"-1) #hmiyeti kabul edyar.

Matematiki garasylma we kwazidendlgegli tétdnleyin ululygyn dispersiyasy
degislilikde asakdaky gorniise eyedir:

I _(@-n2) 1.
M[é]—zzn _12n - (2n _1)2n Zl — (2n _1)2n2 - 21

i=0

D[é]_zili{ i _ET_EM I
2" 2n-1 2 2" =\ (2n-1)* 2n-1 4

Seylelikde, kwazidenolcegli tétanleyin ululygyn matematiki garasylmasy (0,1)
interwaldaky dendlgegli totdnleyin yzygiderliklerin matematiki garasylmasy bilen
gabat gelyar, dispersiya bolsa yeterlikli uly n bolmagynda birlige yakyn, (2"+1)/(2"-1)
kopeldiji bilen dine tapawutlanyar.

EHM-da dine sanlaryn gutarnykly kopliigi bilen operasiya gecirip bolyandygyna
totidnleyin sanlaryn ajayyp yzygiderligini almaklyk miimkin ddl. Mundan basga-da , &
totanleyin ululygyn X dhmiyetini almaklyk {icin formulalar (algoritmler) ulanylyar.
Sonui licinem manysy boyunga determenirlenen bolup bolup duryan seyle
yzygiderlikleri, galp totidnleyin diyip atlandyryarlar

EHM-da galp tétinleyin sanlarynl yzygiderliklerini almagyn takyk algoritmlerini
yazmaklyga gecmezden oOniirti , ajayyp generatorlaryin kanagatlandyrmaly bolan ,
talaplarynyn toplumyny gorniise getirelin. Ajayyp generatorlaryin kdmegi bilen ajayyp
sanlaryn galp totidnleyin yzygiderlikleri bolmalydyrlar:  kwazidendlgegli paylanan
sanlardan durmalydyr, statistiki garassyz sanlary saklamalydyr , dorediji bolmalydyr,
gaytalanmayan sana eye bolmalydyr, masynly wagtyn az harajatlary bilen alynmalydyr,
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masynly yatkesligin kici gowriimli eyelemelidir.
Tejribede EHM-da modelirlemekde galp toténleyin sanlaryn yzygiderliklerinin
generasiyasy U¢in has ginden ulanylsa , anakdaky gorniisdéki algoritmler eye bolyarlar:

Xirn=D(X;),

Yagny baslangyc san Xo we mydamalyk parametrler berilen, birinji tertipdéki
rekurentli gatnasygy 6ziinde saklayan.

@ funksiyanyn gorniisine hilli talaplary kesgitleyiris. Meselem, a suratda
sekillendirilen ) gorniisli funksiyanyn Xi Xo,.............. galp totdnleyin sanlaryn gowy
yzygiderligi doredip bilmejekdigini gorkezmek yenildir. Hakykatdan-da, eger
totanleyin sanlaryn tablisasinden meselem alynan, totinleyin sanlar boyunca (X1, X2) ,
(X3, X4) koordinatly nokatlary gursan , onda olar yeke tdk kwadratda dendlcegli
paylanarlar
0=<Xi<l, 0<Xiu<l, (X1, D(X2)) , (X3, D(X4))......
sanlar boyunca gurulan degisli nokatlar bolsa, Xi+1=®(X;) garsylyk bilen ¢éklenen,
meydanda yerlesyarler.

To6tanleyin sanlaryn gowy yzygiderligini dine shemasy yeke tik kwadratyny
yeterlikli berk dolandyryar, Xi1=®(Xi) funksiya doredip biler.

Seyle funksiyanyn mysaly, uly biitewi polozitel A bolmagynda Xi.1= D(AX;) bolup
biler, bu yerde D(u)=U-L{(u)-U sanyn drobly bdlegi;

[I(u)-u sanyn bitewi bolegi, yagny u gegmeyin , has biitewi san. Goy mysal licin A=10
bolsun, onda Xi1=®(X;) funksiya 4.10, b suratda gorkezilen gorniise eye bolar.
Getirilen sert dine zerur bolup duryar, yone(4,9) gatnasygyn galp totinleyin sanlaryn
gowy yzygiderligini doretmegi ticin yeterliksizdir.

1 X Xi
Surat @ funksiyanyn gorniisi:

a-kanagatlandyrmayan ;

b-generasiyanyn talaplaryny kanagatlandyryjy .

Tejribede EHM-da ulgamy statistiki modelirlemekde ulanylsa eye bolan , galp
totanleyin krawizodenolgegli paylan sanlaryn yzygiderliklerini almagyn kébir
proseduralaryna seredelin.

Galp totinleyin sanlary almak proseduralarynyn gadymylarynyn birisi ,
ortalasdyrylan kwadratlaryn usuly diyip at alan proseduradyr.

Goy 1: X;=0, a1,a,.....a2n Ki¢i , 2 — razryadly san bar bolsun. Ony kwadrata bina
edyiris : Xi?=0, by,by,.....0on, sofirabolsa Xir1=0, bps1,bne2,.....030 Orta 2, razryadlary
alyarys, yagny galp totédnleyin yzygiderliklerin nobatdaky sany bolup durjak. Meselem
, eger baslangy¢ san X0=0.2152, onda (X0)?>=0.04631104, yagny X;=0.6311, sofira
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(X1)?=0.39828721, yagny X,=0.8287 we s.m.

Bu usulyn kemgiligi — yzygiderliklerint sanlarynyn arasynda korrelyasiyanyn
bolmagy, yagdaylaryn hataryndan bolsa totinlik diiybinden bolman hem biler.
Meselem, eger Xo=0.4500, onda (X0)?=0.20250000, X;=0.2500, (X;)>=0.06250000,
X»=0.2500, (X>)?=0.06250000, X3=0.2500 we s.m. Mundan basgada , kiibir i*
bolmagynda yzygiderlikleriniii déremegini gérmek bolar, yagny X;j=0 1>1*
bolmagynda. Bu ortalasdyrylan kwadratlar usulyny ulanmak miimkingiligini diiypli
caklendiryér.

EHM-da ulgamy modelirlemekde , esasynda bésdesligin esasy diisiinjesi yatan ,
arifmetiki operasiyalary 6ziinde saklayan , galp t6tinleyin yzygiderliklerin
generasiyasynyn bésdes proseduralary giii gerime eye boldular. ki sany a we [3 biitewi
sanlar m modul boyunca bédsdes , bu yerde m — biitewi san , onda we dinie onda R yaly
blitewi san bolup biler , bu a-p=Rm, yagny eger a- tapawudy m boliinse we eger o we
B sanlar m sanyn absolyut ululygyna bélmekden birmenzes galyndylary berse .
Meselem, 1984 = 4 (mod 10), 5008 = 8(mod 10%) we s.m.

Bisdes proseduralar arassa determenirlenen bolup duryarlar, sebdbi rekurrentli
gatnagyk gorniisinde yazylyarlar, hacanda funksiya asakdaky gorniise eye bolanda

Xi+=AXitu (mod M)

Bu yerde X, A, i1, M — otrisatel dil bitewi sanlar.
rekurentli gatnasy agyarys:

X1=Axo+u(mod M)
Xo=h Xq+p= Ao + (A2+A+1)u=A3%o+(A3-1)/(A-1)(mod M);

Xi=hiXo+(M-D)w/(A-1) (modM)  (4.11)

Eger baslangy¢ dhmiyet Xo, k]peldiji A we additiwli konstant p berilen bolsa,

onda (4.11)
{AXo+p(M-1)/(A-1)}

yzygiderliklerin agzalaryna M bolmekdaki galyndylardan diiziilen , {X;} biitewi
sanlaryn yzygiderligini kesgitleyar. Seylelik bilen , islendik 1> 1 ii¢in X; < M densizlik
adalatlydyr. { X; } yzygiderliklerin biitewi sanlary boyunga (0,1) yeke ték interwaldan
onayly sanlaryn { Xi } ={ Xi/M} yzygiderligini gurmak miimkin.

Galp totinleyin kwazidenolcegli paylanan sanlaryn yzygiderligini almagyn
basdes prosedurasy multipilikatiw ya-da garysan usul bilen amala asyryp biliner.

Multiplikatiw usul. M ge¢emeyén , { X } otrisatel dél biitewi sanlaryn
yzygiderligini beryér, formula boyunca

Xi+1=7\. Xi (mod M),

Yagny bu (4,10) gatnasygyi hususy yagdayy M=0 bolmagynda

Usulyn determenirlenmeginin giiyjinde déreyan yzygiderlikler emele gelyar.
Magsynly yatkesligin talap edilyan géwriimi sol wagtda kicidir , hasaplayys nukday
nazary bilen bolsa iki biitewi sany doretmegin yzygiderli hasaplamasy , yagny hazirki
zaman EHM bilen ¢salt amala agyryan operasiyanyil yerine yetirmegi zerurdur.

Masgynly amala agyrma iligin M=p wersiya amatlydyr, bu yerde p — hasaplayys
ulgamynda sanlaryn sany , EHM —da kabul edilen (p=2 gosa we p=10 onluk masyn
licin); & - magynly sdzde urgularyn sany . Onda M bolmekden galyndynyn
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hasaplanylmasy boliinyédnin kici razryadlaryny & bolmeklige getirilydr, X; € (0,1)
interwaldan onayly droba biitewi X; den ¢epe ikilem ya-da onluk otury goymaklyk
arkaly amala agyrylyar.
Ikilenen magyn M = 2 {i¢in yzygiderligi gurmagyn algoritmi indiki operasiyalary
yerine yetirmeklikde jemlenyér :
1) Xo hokmiinde erkin jiip bolmadyk sany saylamaly ;
2) A =8t+3 koeffisienti hasaplamaly , bu yerde t — islendik polozitel san;
3) 2 kop bolmadyk razryadlary anladyar, A Xo doreysi tapmaly ;
4) Xiyzygiderligin birinji agzasy hokmiinde & kigi razryadlary almaly , galanlary
bolsa taglamaly ;
5) X; =X4/2% droby (0,1) interwaldan kesgitlemeli ;
6) Xo=X; dakmaly ;
7) Kp.3 gaydyp gelmeli.

Garysan usul. M ge¢meyin (X;) otrisatel dél biitewi sanlarynl yzygiderligini
hasaplamaga miimkingilik beryar, formula boyunca
Xir1=A Xi+ M

Yagny multiplikatiw usuldan tapawutlylykda M=0 hasaplama nukday nazary bilen
garysan usul multiplikatiw usuldan gasmaklygyn bir operasiyasy bilen ¢ylsyrymlydyr,
yone sol wagtda gosmaca parametri saylap almak miimkingiligi alynyan sanlaryn
miimkin bolan yalilyslygyny kemeltmége miimkingilik beryar.

Seyle generatoryn takyk wersiyasynyn hilini difie degisli masynly synagyn
komegibilen bahalandyrmak miimkin.

Hazirki wagtda hemmetaraplayyn EHM standartly meyilnamalarynyn &hli
kitaphanalary dendlgegli paylanan totinleyin sanlaryn yzygiderligini hasaplamak tigin
baslesikli prosedura esaslanandyr.

Totanleyin tisirlenmeleri modelirlemek

Ulgamy S imitasion modelirleme usuly bilen , koplenjem EHM-da statistiki
modelirleme usuly bilen modelirlemekde, ulgama t6ténleyin faktorlaryn we
tasirlemsnmelerint hasabyna diiypli {ins berilyar. Olaryn gorniise gelmegi li¢in
totdnleyin wakalar , diskretli we tiznliksiz ululyklar, wektorlar, proseduralar ulanylyar.
EHM-da agzalyp geg¢ilenlerden islendik tebigatly tétdnleyin obyektlerit amala
asyrylmasynyn gorniise getirilmesi , totanleyin sanlaryn yzygiderliklerinin
generasiyasynda we ozgerdilmesinde jemlenyar. (0,1) interwalda dendlcegli
paylanylsa eye bolan , galp totinleyin sanlaryn bazaly yzygiderliklerinin generasiyasy
meselesinie  seredilipdi , sonun tigin hem modelirlenilyan ulgama S tisirlenmelerin
imitasiyasy ticin {yi} yzygiderlige {xi} totdnleyin sanlarun yzygiderliklerinin
ozgermesi meselesinde saklayarys.

Bu meseleler tejribede EHM-da uylgamy imitasion modelirlemekde 6rén
wajypdyr, sebibi operasiyalaryn diiypli mukdary bar, diymek EHM wagt baylyklary
totdnleyin sanlar bilen tisire har¢lanylyar. Seylelik bilen totédnleyin sanlaryn
yzygiderliklerinifi takyk ulgamyny modelirlemek ii¢in gerek bolan , gérniise getirme
algoritmleriniii we meyilnamalarynyn, tisirli usullarynyn , bolmagy kdpleng ulgamlary
dernemek we taslamak iicin masynly imitasiyanyn tejribe taydan ulanylma
miimkingiligini kesgitleyér.
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Ulgamy statiki modelirlemekde yonekey totinleyin obyekt totdnleyin waka bolup
duryar. Olary modelirlemegini ayratynlyklaryna seredelin . Goy tétdnleyin X; san
yvagny (0,1) interwalda dendlcegli paylanan & toténleyin ululygyn miimkin bolan
dhmiyeti bar bolsun. Berilen dhtimallyk p bilen gelyan , totdnleyin wakany A amala
asyrmak gerek. A, totdnleyin ululygyin & saylanan dhmiyeti X; densizligi
kanagatlandyryar diyilen wakadan kesgitleyéris.

Xi<p

Onda A wakanyn dhtimallygy
P
P(A) = [dx=p
I

Bolar. A wakanyi gapma garsylygy Xi>>p bolmagyndan duryar. Onda P(A)=1-p

Bu yagdayda modelirleme prosedurasy X; déhmiyetleri saylamakdan we olary p
bilen defiesdirmekden duryar. Sol wagtda , eger sert yerine yetirilse , onda synagyn
basy A waka bolup duryar.

Seylelikde wakalaryinl tarapyna seretmeklik miimkin. Goy
A A ... JAL-P, Py, , P dhtimallyklar bilen degislilikde gelyén ,
wakalryil doly topary bolsun . A toténleyin ulullygyn & saylanan dhmiyeti X
deiisizligi kanagatlandyryardiyilen waka yaly kesgitleyéris

Lm-l < Xi < Lm
bu yerde Lr:i Pi
i-1

Onda
Im
P(An) = Idx = Pm

im-1

Synaglary modelirlemegin prosedurasy bu yagdayda totinleyin sanlary X;dhmiyetler
bilen yzygiderli denilesdirmekden duryar. Synagyn basy eger sert yerine yetirilse A
waka bolyar. Bu prosedurany P1,Ps,.....,Py dhtimallyk bilen degislilikde bije boyunca
synagyn basyny kesgitlemek diyip atlandyrylyar.

Modelirleménini bu prosedurasyna synag ii¢in (0,1) interwalda denidlcegli
paylanylsa eye bolan , totanleyin sanlar X; ulanylayar diyilen ¢ak edilmek bilen
seredildi. EHM-da modelirlemekde kwazidendlgegli paylanylsy galp toténleyin sanlar
ulanylyar , bu kibir yalnyslyklara getirydr. Ony bahalandyralynn. Ulgamlary
modelirlemekde kopleng gozlenilyinnetije iki we kop yanekey wakalardan bagly bolan
, ¢ylsyrymly waka bolup duryar, synaglary amala agyrmak gerekdir. Goy, meselem A
we W garassyz wakalar Po we Pg gelmegi dhtimallygyna eye bolsunlar. Bilelikdéki
synaglaryn miimkin bolan baslary bu yagdayda PaPs (1-Pa) Ps, Pa(1-Pg), (1-Pa) (1-
Pg) dhtimallyklar bilen AB,AB,AB,AB wakalalr bolar.
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| BHJI[PA,PB,PBA] |

| BBIU[PBNA] |

| GEN[XM] |

L 4 L 4
| KA=KA+1 | | KNA=KNA+1 |
| GEN[XM1] | | GEN[XM1] |
XM1<PBA <M1<PNBA
| KAB=KAB+1 | | KNAB=KNAB+1 |
L 4 L 4

KNAB=KNAB+1 | | KNANB=KNANB+1

Surat. Bagly bolan wakada modelirleyji algoritmik shemasy.

Bilelikdéki synaglary modelirlemek ti¢cin proseduranyi iki wariantyny ulanmaklyk
mimkin:

1. Serti yzygidserli barlamak ;

2. meiizeslikde , degisli ahtimallyklar bilen bije boyun¢a AB,AB,AB,AB

basdakylardan birisini kesgitlemek .

Birinji wariant iki sany X; we Sertli barlamak {i¢in denesdirilméani talap edyar . Ikinji
wariantda X; bir sanam yeterlik bolar, yone denesdirilme kop talap edilip biliner.
Modelirleyji algoritmi gurmkalygyn amatlylygynyn we EHM yageykalarynyn we
operasiyalarynynn mukdarynyn tygsytlanmasynyn nukday nazary bilen birinji wariant
has iins bererliklidir.

Indi bolsa haganda A we W wakalar garasly bolup duryar we Po we Pg
dhtimallyklar bilen gelyan , yagdaya seredelin. P(B/A) iistiinden A waka bolup gecdi
diyilen sertde W wakanyn gelmeginin sertli dhtimallygyny belleyaris. Sol wagtda
P(B/A) sertli dhtimallyk berildi diyip hasap edyaris.

Modelleri gurmaklygyn wariantlarynyn birine seredelinn. Totdnleyin sanlaryn {
Xi } yzygiderliginden nobatdaky X, san ¢ykarylyar we X,<Pa densizligin adalatlygy
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barlanylyar. Eger bu defisizlik adalatly bolsa, ondaa A waka geldi. W waka bilen
baglangykly , synag iicin P (B/A) dhtimallyk ulanylyar . Sanlaryn { X; } toplumdan
nobatdaky Xm+1 san alynyar we Xm+1 <=P(B/A) sert barlanylyar. Bu dessizligin yerine
yetirilyanliginden ya-da yetirilmeyandiginden baglylykda , synagyn baslangyjy AB
yada AB bolup duryar.

Eger Xn <pa densizlik yerine yetirilse ,onda A waka geldi. Sonun liginem W
waka bilen baglansykly , synag ii¢in dhtimallygy kesgitlemek zerurdyr

P(B/A) = [P(B)-P(A)P(B/A)]/(1-P(A))

{Xi} toplumdan Xy.1 sany saylap alyarys Xn+1<=P(B/A) densizligin adalatlylygyny
barlayarys. Onun yerine yetirilydrmi ya-da yetirilmeyénliginden baglylykda, AB ya-
da AB synaglarynl baslangyclaryny alyarys.

Modelin bu wariantyny amala agyrmaklyk {i¢in algoritmin oylangykly shemasy
suratda gorkezilendir. Bu yerde Gorniis [.....] - basdaky berilenleri girizmek
prosedurasy ;

GEN [....] — dendlgegli paylanan totdnleyin sanlaryn generatory, XM=Xm;
XM1=Xm+1 PaA=Pa;

PB=PB;

PBA=P(B/A);

PBNA=P(B/A);

KA, KNA, KAB, KANB, KNAB, KNANB-A, A, AB,AB,AB,AB wakalaryn
degislilikdéki sany;

BPM]...]-modelirleme netijelerini bermek prosedurasy.

Meselem , P-shemalarda proseslerin gorniise gelmegi tigin gulluk edyén,
markowsaiy zynjyrlaryn EHM-da modelirlenilmesinini ayratynlyklaryna seredelin.
Yonekey birmefizes markowskiy zynjyr gecislerii matrisalary bilrn kesgitlenilyir.

R R Fr
P, P P

p—| 2t 22 2R | OSp.J<1,
Pri Pre Prr

Bu yerde Pjj z; yagdaya ge¢meginl dhtimallygy.

Gegislerin matrisasy P markowskiy prosesi doly yazgy edyir.

Seyle matrisa stohastiki bolup duryar, yagny her setirinn elementlerinin bahasy
birlige denl yagny

R
> Pij =1i =1,R
i=1

Pi(n) tstiinden, i1=1,R &htimallygy ulgam n gecislerden son z; yagdayda bolar diyip
belldris. Kesgetlemek boyunca
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R
> Pi(nN) =1
i—1
Wakalayyn yakynlagmany ulanmak bilen, markowskiy zynjyry modelirlemé indiki
yagdayda barmak bolar. Goy synaglaryii miimkin bolan baglangyclary Aj,A,,......,Ar
wakalar bolsun. Ahtimallyk Pj; - bu su synagda gegen synagyii baslangyjy A waka
bolupdy diyilen sertde A wakanyn gelmeginini sertli dhtimallygy . Makowan seyle
zynjyrynyn modelirlenilmesi Pj; dhtimallyk bilen bije boyunga A; wakanyn yzygiderli
saylanmasynda duryar.

llki Pi(0), P2(0), ..., Pr(0) basdaky dhtimallyklar bilen berilyan, baslangyc¢
vagday zo saylanylyar. Munun tigin {X;} sanlaryn yzygiderliginden X, san
saylanylyar we P; hokmiinde Pi(0), P2(0), ..., Pr(0) dhmiyetler ulanylyan, (4..17)-
den ij bilen denesdirilydr. Seylelikde (4.17) densizlik adalatly bolup duryan, mg belgi
saylanylyar. Onda zynjyryn bu amala agyrylmasynyn baslangy¢ wakaly Ay, bolar .
Sonira P; hokmiinde Pmo ulanylyan, ij bilen defiesdirilyén, Xm+1 indiki toténleyin san
saylanylyar. M, belgi kesgitlenilydr we zynjyryn bu amala asyrylmasynyn indiki
wakasy An, s.m. bolar. Her bir M; belgin dine bir nobatdaky Ani wakany
kesgitlemin, eysem nobatdaky mij.; belgini saylamak {icin Pmit, Pmi2, ....., Pmir
dhtimallyklaryn paylanmasynyni hem kesgitlenyénligi aydyndyr.

Ustesine ergodiki markowskiy zynjyrlar ii¢in baslangyc dhtimallyklarynyt tésiri
synaglarynl belgisiniii 6smegi bilen ¢alt kemelyar. Pi(n) dhtimallyklaryn ¢édkli
paylanylsy i=1, R baslangyc sertlerden Pi(0) bagly bolmadyk , diirli markowskiy
prosess ergodiki diyilip atlandyrylyar. Sonuii liginem modelirlemekde

Pl(O) = P2(0) =...= PR(O) =1/R
diyip kabul etmek miimkin.

Meselem , birmenzes dil markowskiy zynjyrlary zynjyrlary modelirlemek ticin ,
has ¢ylsyrymly algoritmleri suiia menizeslikde gurmak miimkin

Totanleyin obyektlerinin amala asyrylmasynyin modelirlenmesinin seredilen
usullary stohastiki ulgamlary gorniise getirmek prosesinin modellerinde amala
asyrylmany gorniise getirmegin has mahsus bolan proseduralary barada umumy
oylanmalary beryir, yone hemmetaraplayyn EHM-da statistiki modelirlemekde
tejribede ulanylyan , dhli usullary anyk susmayar

Basdaky materiallar bilen paylamagyn berilen kanuny bilen tétédnleyin
ululyklaryn miimkin bolan &hmiyetininn gorniise getirilmesi ti¢in (0.1) interwalda
dendlgegli paylanylsa eye bolan, tstdnleyin sanlaryn bazaly yzygiderligi {X;} gulluk
edyér. Basga sz bilen aydylanda , totidnleyin sanlar X; (0,1) interwalda dendlgegli
paylanylsa eye bolan, totdnleyin ululyklaryn miimkin bolan dhmiyeti & yaly , paylanys
kanuny berilen , tétanleyin ululygyn & miimkin bolan dhmiyetine Y; ozgerdilip
bilinerler

Diskretli totanleyin ululyklary almaklygyn yagdayy lcin 6zgerdilméan
ayratynlyklaryna seredeli. Diskretli totédnleyin ululyk n, dhtimallyklaryn
differensially paylanmasyny diiziiji P1,P»,....,Pj,.... @htimallyklar bilen
Y1<= Yo <=...<=Y¥;i<=... dhmiyetleri kabul edyar.

P(m=y) P1 P;.... Pj....
Sol wagtda paylanylsyn integraly funksiyasy
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Fu(y)=P(M<=y)=>" pj Ym<ZY<=Ym+1

j=1
m=1,2,....,
(y)=0; y<y1
Diskretli toténleyin ululyklary almaklyk iicin ters funksiya usulyny ulanmaklyk
mimkin . Eger §—(0,1) interwalda dendlgegli paylanan totédnleyin ululyk bolsa ,
onda gozlenilyin totinleyin ululyk n 6zgerdilmén komeginde alynyar:

n= Fﬂ-l (&)9
bu yerde F,* - F, ters bolan funksiya.
(4.19) we (4.20) boyunca hasaplamak algoritmi indiki hereketlerin yerine

yetirilmeginde jemlenyir:

eger Xi<P;, onda m=y: , basgaca,
eger Xi<P;+ P, onda n=y, , basgagca,

eger X< Zm: Pj, onda n=yn , basgaca,
j=1
boyunca hasaplamakda deniesdirme sikilleriniii orta sany u = i iPj
j=1
Tejribede EHM —da ulgamy modelirlemekde gin gerime eye blyan, paylanylsyn berilen
kanuny bilen diskretli tétdnleyin ululyklary almagyn algoritmlerinin we
meyilnamalarynyn beyleki mysallaryny hem getirmek miimkin.
EHM-da tzniiksiz totanleyin ululyklarynyn generasiyasynyn ayratynlyklaryna
seredelin. Uzniiksiz totanleyin ululyk n paylanman integraly funksiyasy bilen berilen

Fr(y) =P <y)=| fn(Y)dy,

Bu yerde fn(y) — dhtimallyklaryn dykyzlygy .

Diskretli ululyklar yaly paylanman berilen kanuny bilen {lizniiksiz t6tdnleyin
ululygy almaklyk {icin ters funksiyasynyn usulyndan peydalanmak miimkin. Fn(y)=&
detilemi degislilikde n ¢6zmeklik bilen alynan , n=Fn}(&) bir belgli monotonally
funksiya (0,1) interwalda dendlgegli paylanan & ululygy fn(y) talap edilydn dykyzlyk
bilen 6zgerdyar.

Hakykatdan-da , eger totanleyin ululyk 1 fn(y) paylanys dykyzlygyna eye bolsa
, onda totanleyin ululygyn paylanylsy

£={" tn(y)dy

(0,1) interwalda dendlgegli bolup duryar. Sunun esasynda indiki netijdni ¢ykarmak
mimkin . fn(y) dykyzlyk funksiyasyna eye bolan . {yi} totidnleyin sanlaryn
yzygiderligine degisli bolan sany almaklyk ti¢cin y; degisli defileméni ¢cozmeklik
gerekdir
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yj

[ fn(y)dy =x,

—00

(0,1) interwalda dendlcegli paylanylsa eye bolan , totdnleyin sanlaryii esasynda
paylanmaii berilen kanuny bilen iizniiksiz totdanleyin sanlaryii ters funksiya usuly bilen
almagyn kdbir mysallaryna seredeliii .

gatnasygy ulanmagyi beyleki mysallaryny hem getirmek miimkin yone
paylanman berilen kanuny bilen totdnleyin sanlary alamgyn bu usuly EHM-da ulgamy
modelirleméni tejribede ulnmagyi c¢idklendirilen sferasyna eyedir, bu indiki yagdaylar
bilen diigtindirilyar:

1. modelirleman tejribe meselelerinde gabat gelyan, paylanman kop kanunlary tigin
integral alynmayar, yagny ¢oziilsin sanly usulyna yilizlenmeli bolyar, bu her bir
totanleyin sany almaklyga msynly wagty harajatlaryny ulaldyar;

2. hat-da haganda integral gutarnykly gorniisde alynyan yagdaylar iigin hem kop
basdaky operasiyalary saklayan EHM standartly meyilnama asagynyn komegi bilen
yerine yetirilyar, kok ¢cykarmak logorifmirleme hereketlerini saklayjy formulalar
emele gelydrler. Bu hem her bir totanleyin sany almaklyga masynly wagtyn
harajatlaryny goniimel ulaldyar.

’ N

a ax Ak+1 b y

Surat Dykyzlyk funksiyasynyn bolekleyin approksimasiyasy

Sonui ticin hem ulgamlary modelirlemek tejribesinde kopleng totdnleyin sanlary
ozgertmegin takmyny usullaryna yiizlenyarler, yagny olary indiki gorniisde
klassifisirlemek miimkin
1. hemmetaraplayyn usullar yagny bu usullaryii komeginde islendik gorniisli
paylanys kanuny bilen tétdnleyin sanlary almak miimkin
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2. paylanman takyk kanuny bilen tétdnleyin sanlary almak ii¢in yaramly
hemmetaraplayyn bolmadyk usullar

Dykyzlyk funksiyasynyni bolekleyin apporoksimayasyna esaslanan , totanleyin
sanlary almagyn takymyny hemmetaraplayyn usulyna seredelin. Goy miimkin bolan
dhmiyeti (a,b) interwalda yatan , Fn(y) dykyzlyk funksiyaly {Y;} totinleyin sanlaryn
yzygiderligini almaklyk talap edilyan bolsun. Fn(y) bolekleyin mydamalyk fuksiya
gornilisinde goyyarys, yagny (a,b) interwaly m interwallara suratda gorkezilsi yaly
bolyiris , we fn(y) her interwalda mydamalyk hasaplayarys. Onda totdnleyin usuly 7,
N=ar+nr+ gorniisinde bolmek miimkin ,
Bu yerde
Ar — R-nji interwalyn ¢ep aragdginin abssissasy ’;
Nr — R-nji interwalyn i¢inde miimkin bolan dhmiyeti defidlgegli yerlesdiryan ,
totanleyin ululyk , yagny ag / ar+1her ugastokda ululyk ng denolgegli paylan
hasaplanylyar. Fn(y) tejribe maksatlary {i¢in has amatly usul bilen apporoksimirlemek
ticin (a,b) interwallara bolmek maksadasa layykdyk, yagny totanleyin ululygyin n
islendik interwalda (ag, ar+1 ) diismek dhtimallygy mydamalyk bolar yaly edip, yagny
R interwalyn belgisinden bagly bolmaz yaly . Seylelik bilen , ag hasaplamak iigin
indiki gatnasyklardan peydalanyarys:

AR 1

[ f7(y)dy

agr

Toténleyin sanlary almagyn bu usulynyn masynly amala agyrylmagynyn algoritmi
indiki hereketlerinn yzygiderli yerine yetirilmeginden duryar:

1. (0,1) interwlda totinleyin dendlgegli paylanan san X; generirlenenydr.

2. Bu sanyn komegi bilen totanleyin yagdayda (ar, ar+1) interwal saylanylyar;

3. Xis1 san generirlenyar we ony (ag, ar+1) interwala getirmek maksady bilen
masstaablagdyryar, yagny (agr, ar+1) Xi+1 koeffisentine kdpeldilyar;

4. paylanman talap edyin kanuny bilen yi=ar+(ar+1-ar) Xi+1 totdnleyin san
hasaplanylyar.

Totanleyin sanyn X; komegi bilen (ar, ar+1) interwaly saylamagyn has ginisleyin

prosessine seredelini . Bu maksatlar {i¢in , sanlary (a,b) interwala getirmeklik ti¢in

gatnagykdan kesgitlenen , masstablagdyrma koeffisiyentiniii dhmiyetini we R

interwallaryn belgisini 6niinden i¢inde yerlesdirip , tablisagéni gurmaklyk maksada

layykdyr. Generatordan tétinleyin sany X; almak bilen , bu tablisacénin komeginde

¢ep aracdgin agr absissini we masstablasdyrma koeffisiyentini (ar+1- ar) dessine

kesgitleyaris.

To6tanleyin sanlary 6zgertméanin bu takmyny usulynyi gowy tarapy : EHM —da
amala asyrmada her bir totanleyin sany almaklyk ticin operasiyalryn uly bolmadyk
mukdary talap edilyir , sebdbi masstablasdyrmak operasiyasy modelirlemeden
ontirti difie bir gezek yerine yetirilydr, we operasiyalaryn mukdary
approksimasiyanyn takyklygyndan , yagny m interwallaryit mukdaryndan bagly
déldir.

Ahtimallyklar nazaryetiniii ¢iikli nazaryetinit esasynda {yi} paylanmagym berilen
kanuny bilen yzygiderligine dendlgegli paylanan totdnleyin sanlaryn {Xi}
yzygiderliklerini 6zgertmegin usullaryna seredelinn. Seyle usullar paylanmagyn
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takyk kanuny bilen sanlaryn yzygiderliklerini almaklyga takmynlasdyrylandyr ,
yagny hemmetaraplayyn dildirler

Matematiki statistikanyn elementleri.

Matematiki statistika diisiinjeleri.
Saylama usuly.

Matematiki statistika dhtimallyklar teoriyasy bilen bir-bada XII asyrda déreyir.
Belli bolsy yaly &htimallyklar teoriyasy totdn wakalaryii matematiki modellerini
owrenmek bilen gyzyklanyar, a matematik statistika bolsa, statistik maglumatlary
tayarlamagyn analiziniil usullaryny we diizgiinlerini 6wredydér.

Matematiki statistikanyn birinji meselesi statistiki maglumatlary yygnamagyn we
toparlagsdyrmagyn usulyny gorkezyar. Ikinji meselesi bolsa, tejribdnii maksada gora
gecirilydndigi barada statistiki maglumatlary derfiemeginn usulyny oylap tapmakdan
ybaratdyr.

Goy obyektleri hisiyetlendirydn kabir hil we mukdar nysanlara baglylykda
birjynsly obyektlerini toplumyny dwrenmek talap edilyén bolsun. Meselem, eger detallar
toplumy bar bolsa, onda hil nysany bolup onun hilinin onatlygy hyzmat edyér, mukdar
nysany bolup detalyn deriielyédn 6lcegi hyzmat edyir.

Totdn yagdayda saylanyp alnan obyektlerii toplumyna yone saylama toplum

Saylama gecirilyan obyektleriii toplumyna bas toplum diyilyar.

Toplumyn obyektlerinii umumy sanyna (bas ya-da saylama) toplumyn géwriimi
onda N=1000 bas toplumyn géwriimi N=100 saylama toplumyn géwriimi bolar.

Birmenizes obyektleriii jemlenmesini hisiyetlendiryan hil ya-da mukdar nysany
owrenilende, jemlenmedéki obyektlerini her birini yekin-yekin barlap ¢cykmak kopleng
miimkin bolmayar, (obyektlerini sany orédn kop, yone, mysal ii¢in, snaryadlaryn hilini
barlamak ti¢in, olary yarmaly bolyar).

Sonuii {icin saylama usuly ulanylyar. Ol seyle bas topardan totin yagdayda n-
sanysy alynyp (saylama topar diyilyir) olar jikme-jik owrenilydr we sofira dhli bag
topar hakynda pikir yoredilyar. Saylama topardaky elementlerinn garassyzlygyny talap
edydéris.

Saylamanyn statistiki paylanysy.

Goy X — mukdar nysany owrenmek ti¢in bas toplumdan n — géwriimli x; , X2, X3,
... Xk - saylama boliinip alnan bolsun. Sonun yaly hem x; , n; — gezek, x, , n, — gezek,
Xk , Nk — gezek gozegeilik edilyédn bolsun.

Bu yerde, gozegeilik edilyédn xi (X1 , X2, X3, ... Xk ) bahalara wariantlar diyilyér.
Artyan tertipde yerdesdirilen wariantlaryil yzygiderligine — wariasion hatar diyilyér.
Kabir wariantlaryn gabat gelmekleri hem miimkin .

vygylygy ni,ny,...,Nk bilen belleyiris, ni+ny+ns+...+n=n — saylamanyi géwriimi
Yygylygyh géwriime bolan gatnasygyna, yagny
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n

ny N N
n

= Hi 5= B S Sy sanlara otnositel yygylyk diyilyér.
Buyerde p, +u, +...+p, = Zpk =1

Degisli yygylyklary n;j — bilen ya-da otnositel yygylyklary p; — bilen berilen
wariantlaryn Xx; toplumyna saylamanyn statistiki paylanysy ya-da emperiki kanuny

''''''

wariantlar Xe | Xo | oo | Xk
yygylyk N | N2 | .| N
otnositel yygylyk Hj Hz ) He
Saylama orta baha diyip
n k
Xc :lzxi =12”ij
N N=
ulylyga aydylyar.

Empirik paylanys funksiyasy.

Goy X mukdar nysanyn yygylygynyn statistik paylanysy belli bolsun.
Bellik girizyaris:
Nx- X-dan ki¢i wariantlaryn yygylyklarynyn jemi;
N- saylamanyn gowriimi.

Onda (X<x) walanyn otnositel yygylygy n?x-e denn bolar. Eger x {liytgese otnositel

yvygylyk hem iiytgir, yagny nﬁ -otnositel yygylyk x-a gord funksiya bolar. Ol funksiya
belgilenyar.
Kesgitleme: x-yn her bahasy iigin (X<x) wakanyn otnositel yygylygyny kesgitleyédn
Fe(x) funksiya empirik paylanys funksiya diyilyar.

Kesgitlema gora

Fa(x)="x
bu yerde ny- X-dan ki¢i wariantlaryn sany (yygylygyn jemi), n- saylamanyn géwrimi.
Seylelikde, meselem Fg(X)-ni tapmak ii¢in xo-den ki¢i wariantlaryn sanyny, n géwriime
paylamaly, yagny

FB(x):nTX
Ozal belli bolgy yaly, eger x hakyky liytgeyén ulylyk bolsa, onda

F(X)=P{X<x}
{X<x}-wakanyn ahtimallygyna X t6tdn ulylygyn toplumynyn paylanys funksiyasy

Empirik paylanys funksiya Fg(x) munun 6zi F(x) teoretik paylanys funksiyanyn
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anyklamasy bolyar.
Fe(x) funksiyanyn kesgitlemesinden su asakdaky hésiyetleri gelip ¢ykyar:
1) empirik funksiyanyn bahalary [0;1] kesimde yatyar, yagny Fg(X)[0;1].
2) Fg(x) kemelmeyén funksiyadyr.
3) eger x;-in ki¢i warianty bolsa, onda x<x; bolanda Fg(x1)=0, eger Xy-in uly warianty
bolsa, onda x>x, bolanda F(x)=L1.
Empirik funksiya bas toplumyn teoretik paylanys funksiyasyny bahalandyrmak iicin
hyzmat edyar.
Mysal. Berlen saylamanyn paylanysy boyunca empirik funksiyany gurmaly:
wariant Xi 2 6 10
vygylyk ni 12 18 30
Coziilisi.  Saylamanyi géwriimini tapyarys, yagny nj+n,+n3=12+18+30+=60.
In ki¢i wariant x,=2, diymek
Fs(x)=0, eger x<2.
(X<6) baha, yagny x1=2 12 gezek gozeggilik edildi, diymek
F(X) = % =0,2 eger 2<x<6
(X<10) baha, X;=2 we X,=6 jemi 12+18=30 gezek gozeggilik edildi, diymek
Fal) =20 =2

~— =>=0,5 eger 6<x<6.
60 2
Bu yerde x=10-111 uly wariant, onda
Fs(x)=1, eger X>10.
Seylelikde, gézlenyin empirik funksiya asakdaky yaly bolar.
0, egerx<2,
0,2, eger2<x<6,

Fg(x) =
+ () 0,5, eger 6 < x <10,
1, egerx>10.
Onun grafigi
FB(X)
A
FB(X)zl.
FB(X):()
Fs(x)=0,2 ’
FB(X):()
m X

Poligon we gistogramma.

Statistik paylanysy doly goz oniine getirmek maksady bilen onunl diirli grafikleri
gurulyar, olaryn i¢inde has kop dus gelydnleri poligon we gistogrammadyr.
(X1,n1), (X2,n2),..., (Xk,Nk)- nokatlary birlesdirydn kesimlerden emele gelen dowiik

------

(Xi), a ordinatalar okunda bolsa, ona degisli yygylyklar (n;) yerlesdirilyar. Sonra (x;,n;)-
nokatlary goni ¢yzygyn kesimleri bilen birlesdirip yygylygyn poligonyny alarys.
(X1,11), (X2, W2),..., (Xx, m)- nokatlary birlesdiryan dowiik ¢yzyga, otnositel
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vygylygyn (ui) poligony diyilyar. Ony gurmak ii¢in abssissalar okunda x; we ordinata
okunda p; bahalary yerlesdiryarler. (xi,ui)- nokatlary birlesdirip otnositel yygylygyn
poligony alynyar.

Eger nysan iizniiksiz bolsa, onda gistogramma gurulyar.
Esasynyn uzynlygy h-a den bolan bolek aralyklardan beyikligi % (yygylygyi

''''''

Ony gurmak lcin, abssissalar okunda bdlekleyin kesimleri yerlesdiryéaris, solardan

arasynynuzaklygy % bolan abssissa okuna parallel kesimleri yerlesdiryiris. i-

goniburclugynn meydany h-%=ni bolar. Seylelikde, yygylygyn gistogrammasynyn

meydany, hemme yygylyklaryii jemine, yagny saylamanyn gowriimine dendir.
Eger uzaklygy h, beyikligi W bolsa, onda omia otnositel yygylygyi gistogrammasy
Otnositel yygylygyn gistogrammasynyin meydany, hemme otnositel yygylyklaryin
jemine, yagny bire dendir.
Sebébi

Zui =, +H, +..+p, =1
Mysal 1.  Gowriimi n=100 bolan yygylygyn paylanys tablisasy berlen.

h=5 interwalyn n, n, . y
uzynlygy 2 1 Yygylygyh
dykyzlygy

5-10 4 0.8
10-15 6 1.2
15-20 10 3.2
20-25 36 7.2
25-30 24 4.8
30-35 10 2.0
35-40 4 0.8

Yygylygyi paylanysynyn gistogrammasyny gurmaly. Ol asakdaky yaly bolar
A
7

6

v

5 10 20 25 35 Xi
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